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Chapitre 1

Introduction Générale

Le but de cette these est d’apporter une contribution a I’étude des structures lo-
cales des mesures hyperboliques. Il s’agit ici de (re)démontrer que certaines mesures
invariantes pour certains systemes dynamiques ont, localement, une structure pro-
duit, qui respecte la structure topologique locale produit induite par les feuilletages
stables et instables. Cette these est composée de deux parties distinctes, et chaque
partie comporte sa propre introduction, qui fixe le cadre et énonce les résultats.

La premiere partie, consiste essentiellement en la mise en place d’une méthode,
dans la cas de la dynamique uniformément hyperbolique, qui permet d’étudier la
structure locale des états d’équilibres, sans avoir a passer par la dynamique symbo-
lique. En effet, beaucoup de démonstrations en théorie ergodique différentiable uti-
lisent ce passage a la dynamique symbolique, ce qui, en cachant ’aspect géométrique
du probleme, constitue un obstacle sérieux a 1’extension des résultats sur les mesures
invariantes, du cas de la dynamique uniformément hyperbolique, au cas de la dyna-
mique non-uniformément hyperbolique. Grace a cette méthode, nous redémontrons
le théoréme d’unique ergodicité des flots horocycliques pour les Axiom-A (voir [5])
et son extension aux mesures d’équilibre (voir [1]).

Les problemes rencontrés avec cette méthode, sont avant tout d’ordre technique,
mais certains sont de vrais problemes théoriques : Si on se donne une partition
markovienne de €2, R, et si on note OR son bord, est-ce que pour toute autre
partition markovienne, R', 9R C R’ ? Existe-t-il un ensemble de points 02, tel que
pour toute partition markovienne, R, 02 C OR? Si R est un rectangle markovien
donné, existe-t-il toujours une partition markovienne R, telle que R soit un des
ses rectangles? D’une maniere plus générale, cette méthode pose le probléeme des
systémes a trous. Si (X, f) est un systeme dynamique, et si A C X, peut-on définir
un nouveau systeme (X \ A, f) composé des points dont 'orbite ne rencontre jamais
A? Comment peut-on faire un trou (ie retirer A), quelle doit-étre sa forme, quelle
est la nouvelle entropie? Dans [7], Collet, Galves et Lopes montrent par exemple
que dans le cas de la dynamique symbolique, on peut étudier de tels systemes a trou,
mais peut-on obtenir les méme résultats pour les Axiom-A ?

7



8 Chapitre 1. Introduction Générale

La deuxieme partie essaye d’adapter la méthode introduite, au cas de la dyna-
mique non-uniformément hyperbolique. Nous construisons un rectangle qui vérifie
la propriété de Markov, puis sous certaines hypotheses, nous montrons I’existence
d’une mesure de Sinai—Ruelle-Bowen, o-finie. Herman et Katznelson, par exemple,
( voir [11] et [14]) se sont intéressés au probleme, et ils ont prouvé, que malgré
I’hypothese de conservativité, un systéme n’admet pas nécessairement une mesure
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Nous introduisons ici une
hypothese supplémentaire, dite de non intersection brutale, qui exprime une condi-
tion géométrique. Si cette hypothése est vérifiée, si la mesure de Lebesgue charge
un ensemble de points, dits points réguliers, et si le systeme est conservatif, alors
il existe une mesure SRB o-finie. Ceci constitue donc une premiere réponse quant
a l'existence de mesures SRB pour les systémes non-uniformément hyperboliques,
mais indiscutablement, il faudra voir si I’hypothese géométrique peut étre affaiblie.

La principale difficulté de cette partie, réside dans le fait que, cherchant a trouver
une mesure invariante particuliere, on ne peut travailler avec une mesure borélienne
de probabilité, invariante et hyperbolique, fixée a priori. Nous sommes donc obligés
de faire les estimations pour tous les points réguliers. Toutefois, quand on travaille
avec les mesures SRDB, la mesure de Lebesgue joue naturellement un role impor-
tant, et c’est ce qui nous permet de nous en sortir. Mais la encore, ’hypothese de
conservativité ne nous assure que du retour presque-sur des points, sans nous donner
d’information sur la fréquence.

D’autre part, la question soulevée dans le cas Axiom-A du systeme a trou se pose
ici aussi : ayant construit un rectangle markovien de mesure de Lebesgue positive,
la pression (pour le jacobien instable) du systéme troué (A \ R, f) est-elle stricte-
ment négative ? Si tel était le cas, cela entrainerait que la mesure construite est de
probabilité, et non plus seulement o-finie.
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Chapitre 2

Introduction

2.1 Cadre général

Dans [5], Bowen et Marcus définissent la notion de transversale a un feuilletage
n-dimensionel, G, d’un espace métrique X, ainsi qu’une notion de mesure trans-
verse G-invariante. Ils montrent alors I'unique ergodicité pour les feuilletages ho-
rocycliques, c’est a dire, dans le cadre des Axiom-A, l'existence et 1'unicité d’un
systeme de mesures transversales au feuilletage stable et invariant par holonomie
stable. Ils montrent en particulier que cet unique systéme de mesure est lié a la
mesure d’entropie maximale. Dans [9], pour le cas des flots Axiom-A, (2, ®), Haydn
prouve l’existence d’une mesure transverse {1}, a support dans la feuille instable
locale W (), qui n’est pas invariant le long du feuilletage fortement stable W**,
mais qui admet un Jacobien du type e“==', avec wy »» = fOOO(Fo@sopw,w, —Fod,)ds,
ou F' est n’importe quelle fonction holdérienne de €2 dans IR. Dans sa preuve, Haydn
suppose que les deux mesures @, /i, et 15, () sont équivalentes, et utilise, comme [5],
la dynamique symbolique donnée par une partition de Markov. Dans [1], Babillot
et Ledrappier donnent une nouvelle preuve du résultat précédent, mais sans suppo-
ser que les deux mesures @, 11, et g, () sont absolument continues. Cependant ils
utilisent encore la dynamique symbolique, ce qui masque 1’aspect géométrique du
probléme, et devient donc est un obstacle certain a I’extension de tels résultats au cas
non-uniformément hyperbolique. Le but de cette premiere partie est de donner une
nouvelle preuve, plus géométrique, de ce théoreme. En particulier nous n’utiliserons
pas la dynamique symbolique, dans le sens ou, nous n’étudierons pas un systeme
abstrait conjugué a notre systéme dynamique. Toutefois, nous utiliserons (le moins
possible) la propriété géométrique du systéme, de I’existence d’un recouvrement fini
de €2 par des rectangles markoviens.

La preuve est basée sur la notion de “sous-systéme” : nous introduisons un nou-
veau systeme dynamique, obtenu a partir du premier par ’application de Poincaré.
Pour ce sous-systeme, nous montrons I’existence et I'unicité des Etats d’Equilibre as-
sociés a de bons potentiels, que nous relions aux Etats d’Equilibre du systeme global.
La démarche étant de trouver, pour le sous-systéme, des mesures invariantes parti-

11



12 Chapitre 2. Introduction

culieres, nous utilisons un opérateur de Perron-Frobénius agissant sur les fonctions
continues, et dont ’opérateur dual agit justement sur les mesures de probabilité. Ceci
complique sensiblement les preuves, car cela nécessite que le sous-systeme défini soit
compact, ce que 'application de Poincaré ne permet pas d’avoir. Parmis les Etats
d’Equilibre que nous obtenons, nous reconnaissons un bon candidat pour former le
systeme de mesures transversales. De plus notre preuve démontre la structure locale
produit des mesures de Gibbs, et comme corollaire, la formule de la dimension. Les
théoremes sont annoncés pour les difffomorphismes Axiom-A, mais peuvent étre
facilement étendus au cas des flots Axiom-A, qui sont des flots suspendus.

2.2 Définitions des objets

On considere M une variété riemannienne, compacte, C*, de dimension finie et
sans bord, et f : M ~— M un C'** difféfomorphisme. On suppose que f est un
Axiom-A mélangeant, c’est a dire qu’il vérifie les hypotheses suivantes :

(1) I’ensemble des points non errants 2 est ’adhérence des points périodiques de
f.

(2) Qest hyperbolique, c’est a dire que pour tout z de €2, il existe une décomposition
de I'espace tangent T, M telle que :

(a) T,M = E* & E
(b) dfu(Ey) = B,y et dfu(E3) = B}y ;

(c) il existe une constante c et un réel A €|1,+oo[ tel que pour tout n > 0
on ait :

lldf2(v)]] < eA™™||v]| pour tout v € E2,
ldf " ()|l < cA™"[|v]| pour tout v € EY;
(d) les applications z — E¥ et  — E? sont continues;

(3) f est mélangeante, c’est a dire que pour tout couple d’ouverts U et V de €2, il
existe un entier n tel que f"U NV # (.

On considere que la métrique choisie est la métrique adaptée a f, ce qui signi-
fie que la constante ¢ est égale & 1. On pourra voir [4] pour la démonstration de
I’existence d’une telle métrique équivalente a la métrique naturelle sur M.

On définit les variétés stables et instables globales et locales de la maniere sui-
vante :

We(z) Y {y € M tel que d(f™(z), f"(y)) =0 quand n — +oo};
= {y € M tel que d(f"(z), f

= {y € M tel que d(f"(x), f"(y)
W“(:r Y {y e M tel que d(f"(x), f~

)
"(y)) - 0 quand n — +oo};
) <eVneN};

"(y)) <eVnelN}
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Les variétés stables et instables locales constituent un systéeme de coordonnées
canoniques locales. En effet pour ¢ suffisament petit il existe un p > 0 tel que
Ws(x) N W*(y) consiste en un singleton deés que d(z,y) < p. on note ce point [z, y].
L’application [., .] : {(z,y) € Q x Q : d(z,y) < p} est une application continue a
valeurs dans (2.

On se donne aussi une application A de 2 dans IR, a-héldérienne, et € une
constante d’expansivité. Les variétés locales W?(z) et W*(x) seront notées respec-
tivement W _(x) et W} .(x). On supposera que ¢ est suffisamment petit pour que
Papplication [., .] soit bien définie.

Les applications x — E*(z) et x — E"(z) sont plus que continues. Elles vérifient
une propriété holdérienne, et on appellera v un exposant de holder. Nous savons que
cela entraine, que localement, le feuilletage est lui aussi holder, c’est a dire que pour
trois points x, y, et z tels que y € W¥(x), si ¢ est suffisament petit, alors il existe
une constante universelle ,C', telle que

d([z, 2], [y, 2]) < Cd'(z,y).

On suppose qu’on a un rectangle de Markov propre de €2, ¢’est a dire un ensemble
fermé R de diametre petit et qui vérifie

1. R est un rectangle, c’est a dire que si z et y sont deux points de R, [z, y| existe
et est dans R;

2. R est propre, c’est a dire que R = int R

3. pour tout z de int R, si f"(z) € int R;, alors f™ (WE.(x) " R) D WE.(f™(z))N
Ret f* (Wi (z) N R) C Wi (f"(2)) N R.

On suppose que le diametre de R est plus petit que &, constante d’expansivité
telle que 4e < p. En tant que fermé, le rectangle R possede un bord topologique,
OR. Ce bord est d’intérieur vide, et se décompose en deux parties OR = 0O*RUJ°R,
chacune ayant des propriétés spécifiques :

- Siz € 0“R, alors Wk (z)NR C O"R;

~Sized"R, et f"(z) €R, alors f "(x) € O"R.

— Siz e 0°R, alors W (x) "R C O°R;

~ Siz e R, et fM(x) € R, alors f"(x) € O°R.

Enfin, si z est un point de R, on notera respectivement W*(z, R) et W*(x, R) les
ensembles W (z) "R et W () N R.

Il existe parmis les mesures de probabilité f-invariantes une mesure particuliere,
appelée mesure d’équilibre du systeme pour le potentiel A. Cette mesure sera notée
. et c’est 'unique mesure f-invariante qui réalise 1'égalité :

() + [ Adt =sup { () + [ aav}.

le suprémum étant pris sur toutes les mesures de probabilité f-invariantes. On notera
P 4 ce suprémum, et il sera appelé pression topologique du systeme pour le potentiel

A.



14 Chapitre 2. Introduction

Nous rappelons ici la définition de mesure conforme ainsi qu’une propriété im-
portante qui caractérise ces mesures.

Définition 2.2.1 Soit (X, ®,) un systéme dynamique. Soit B(X) la tribu des boréliens
de X . Soit m une mesure de probabilité sur B(X). On dira que m est conforme s’il
existe une fonction J : X — R*Y borélienne telle que pour tout B € B(X) ou ® est
injective et ®(B) est un borélien, alors

m (®(B)) :/ J dm.

B

On remarque que la définition entraine que pour toute fonction borélienne f : X —

R,
/ fdmz/foCI)Jdm.
&(B) B

La fonction J = J(m) s’interpréte comme le jacobien de m pour la transformation
®. Il est unique m-p.p..

Avec les notations précédemment introduites nous avons la caractérisation sui-
vante des mesures conformes.

Proposition 2.2.2 soit m une mesure de probabilité sur B(X). Soit J : X
IR™ une fonction borélienne positive m-p.p.. Les deuz propriétés suivantes sont
équivalents :
(i) m est une mesure conforme de jacobien J ;
(i) P*m =m, ou P* est opérateur dual de
P=- ¥ 4
yed~1(

J
o W)

pour toute fonction borélienne f.
Précisons la définition de transversale donnée par Bowen et Marcus.

Définition 2.2.3 Une transversale au feuilletage stable W*(S2) au point z, est un
compact K contenant x, tel qu’il existe une bijection ® : K x D* — Q avec ®(y x
D?) Cc W*(y), ®(y,0) =y pour tout y, et ®(K x D*) est un voisinage de x dans S).

Si K est une transversale au feuilletage stable, une mesure tranversale ux sera
une mesure positive borélienne sur K, et une mesure transverse sera la donnée d’une
famille {px } Ktranversate d€ mesures transversales portées par les transversales K. Si
K et K' sont deux transversales, deux boréliens A C K et A" C K' seront dits
W#-conjugués s’il existe un bijection bi-mesurable m4 4+ : A — A’ telle que pour
tout x dans A, w4 4 (z) € W3 (x).

Définition 2.2.4 Si w : {(z,y),z € W*(y)} — R est une fonction continue, on
dira qu’une mesure transverse p = {lik } Ktranversale €St w-absolument continue (w-
a.c.) si et seulement si
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(1) pour tout couple de tranversales K et K', pour tout couple de boréliens A C
K et A" C K' W*-conjugués, et pour tout ma 4, pixr = [, w(maa(z),z) dp ;
(2) uk(K) > 0 pour une transversale K.

2.3 Résultats et plan des démonstrations

2.3.1 Résultats

Soient z et ' deux points de Q tels que 2’ € W*(z). On pose alors
46
w(z, ') €Y Ao fH(a!) = Ao fH(x).
k=0

Théoréme 2.3.1 (A) A une constante multiplicative preés, il eriste une unique
mesure transverse eV-a.c.. Cetle mesure est équivalente au systéme de mesures
désintégrées, u™*, de ’Etat d’Equilibre associé au potentiel A, par rapport ¢ n’im-
porte quelle partition mesurable subordonnée au feuilletage instable. De plus la me-
sure veérifie

d/ﬁf(K)(f(x)) _ _A(z)-P4

—— = .

Les définitions de partitions mesurables et subordonnées au feuilletage instable
pourront étre trouvées dans [15] et [22].

Définition 2.3.2 Siv est une mesure sur l’espace métrique X on appelle dimension
ponctuelle supérieure (respectivement inférieure) de v en un point xy la valeur :
~ dé log v(B(zo,¢))

d(zo, v) 2] lim_i}lp loge

(resp. 6(xo, V) “ liminf. . .). Si les deuz valeurs coincident on appelle cette valeur
dimension ponctuelle de v en xy et on la note 6(xg, V).

Théoréeme 2.3.3 (B) L’Etat d ’Equilibre p? a une structure locale produit,

du([y, 2]) = @a(y, 2)dp;" (y) ® dpuz"* (2)

ot M et ui* dénotent repectivement les mesures conditionnelles de u associées
a deuz partitions mesurables subordonnées au feuilletage instable et au feuilletage
stable, y étant un point quelconque de W' .(x) et z un point quelconque de W (x).

De plus, p*, p et us ont pt-presque partout des dimensions ponctuelles, 6,
0% et 0° constantes, et

0 =40"+0°

Remarque : La derniere égalité a été démontrée dans le cas non-uniformément
hyperbolique dans [2].
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2.3.2 Plan des démonstrations

Dans une premiere partie nous rappelons quelques réslutats généraux sur les
diverses extensions de systemes dynamiques.

Dans une deuxieme partie nous démontrerons l'existence et 1’unicité d’Etats
d’Equilibres pour un certain systeme dynamique. Dans cette partie nous adaptons
essentiellement les idées qu’on trouve dans [24], [10] ou [3].

Dans une troisitme partie nous montrerons que le systéme dynamique (f,2)
représente une extension du systeme étudié dans la deuxieme partie. Nous reconnai-
trons en particulier la mesure p si A est fixée. Les deux démonstrations suivront
alors.



Chapitre 3

Quelques propriétés générales

3.1 Extensions naturelles

Si on se donne un systéme dynamique probabilisé (Y, ¥, v), il existe un unique
(a isomorphisme pres) systeme dynamique (X, ®, u), avec ® bijective, tel que le
premier soit un facteur du second. Le systéme (X, ®, i) est appelé extension naturelle
de (Y, VU, v). Nous considérons deux systemes dynamiques (X, ®, u) et (Y, ¥, v), et
nous allons donner une condition pour que le premier soit ’extension naturelle du
second.

Proposition 3.1.1 Soient deuzx systéemes dynamiques (X, ®, u) et (Y, V,v) vérifiant
les hypothéses suivantes :

(i) X et'Y sont deuz espaces métriques compacts.

(11) @ est u-presque partout inversible.

(111) Il existe une application continue I1 de X sur'Y telle que le diagramme

X = X
my LI
y % v
soit commutatif.
(iv) Pour tout borélien B de Y, on a ’égalité : n(II='(B)) = v(B).
(v) Pour touty € Y si on note X, “ II7'(y), alors ®(X,) C Xy().
(vi) Pour p-presque tout couple (x,y) de X, si [l o ®™(z) = 1o @ "(y) pour

tout entier n, alors r =1y.
Alors (X, ®, p) est isomorphe (au sens de p) & Uextension naturelle de (Y, ¥, v).

Démonstration : Notons (Y, ¥,?) Pextension naturelle de (Y, ¥, ) et définissons
I’application © sur X par :

©: X — YN
r — O(r)=(z),Tod (z),...,Iod"(z),...).

17
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Nous allons montrer que © est a valeurs dans }7, puis que c’est un isomorphisme
entre (X, pu) et (Y,D).
Soit y “ (Y0, Y1, - - ) un point de YN image par © d’un point x de X. Soit 7 un
entier strictement positif. Alors W(y;) = IT o ®(2) ol z est n’importe quel point de
X,.- De plus y; = Il o ®7*(x), ce qui montre qu’on peut choisir z = ®~*(x). Ainsi
U(y;) = Mo ® *1(x) = y; 1, ce qui prouve bien que y € Y.
- Montrons que © est y-presque partout injective. On considére donc deux points
z et y de X tels que ©(z) = O(y). Par définition de © cela signifie que pour tout
entier n on a 'égalité I1 o & "(z) = II o & "(y), ce qui implique la relation z = y.
- Montrons la surjectivité. On note

K = {@e Yi= (Yo, Y1, - --) tel que ﬂ O"(X,,) = @}.

nelN

K représente exactement 1’ensemble des points de 1% qui ne sont pas dans I'image
par © de X. Nous allons voir que 7(K) = 0. En tant qu’extension naturelle d’un
systeme dynamique défini sur un espace Polonais, 7 est nécessairement réguliere. On
choisit alors une suite de compacts K, inclus dans K tels que 7(K) soit la limite de
la suite (D(K,))n € IN. Si § = (yo,y1,...) € ¥ on définit 'application 7 projection

-eme

sur la i¥™¢ coordonnée par (7)) Y y;- On note alors
KM ={geV tlque Vi<mn(]) € Ky}
D’autre part la définition de ’extension naturelle entraine

D) = v(r"(Kn) N (a(K,)))
= u (H_l(Trm(Kn)) N...N H_l(qj_m(ﬂ—o(Kn))))
= p (@™ (T H(a™(K,))) N...n o™ (T 1T ™x°(K,)))))

par ®-invariance. De plus pour toute partie A de Y ona ¥~"(A) = [To® " (171 (A)),
ce qui prouve que pour tout k entier plus petit que m,

o™ (I (T ("7 (K)))) = @™ (T (77 (Ka)))

et entraine donc que

V(K) = n (ﬂ o (H‘l(ﬂk(Kn)))> :

On note enfin L™ ) o ®F (TI7Y(7*(K,))) ; Nous allons montrer que la suite

(L™)men est une suite de boréliens de X qui décroit vers (). Supposons donc au
contraire qu’il existe un z dans l'intersection des L)'. Ceci entraine que pour tout
k, z est dans ®F (TI!(7*(K,))), et on construit ainsi une suite (yx)ren telle que
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yr € ™ (K,,) et 1o ®*(x) = y;. En composant cette derniere égalité par ¥ on vérifie
que Y “ (Yo, Y1,-..) € }7, et par définition des K" on a aussi § € K,. Alors z
appartient & (o ®"(X,,) qui est par hypothese vide. On a alors (), o Lo = 0 et
donc lim,,, 4o (L") = 0. En d’autres termes lim,, , ., V(K]*) = 0, soit ¥(K,) =0
pour tout entier n et donc U(K) = 0, ce qui prouve que © est surjective et acheve
la preuve de la proposition. —

Nous allons voir que sous certaines conditions, la mesure 7 et la mesure v sont

conformes.

Proposition 3.1.2 Soit (Y, V,v) un systéme dynamique et (X, ®, u) son extension
naturelle et I1 la projection canonique. On suppose qu’il existe une partition (au sens
de la mesure) dénombrable (Y,)new de Y telle que pour tout n,

(Y,) =Y.

On suppose que la partition est génératrice, c’est a dire que pour v-presque tout y

V& (Ya (T (y))) = {y}.

On suppose aussi que chaque fibre de X, X, “ {z € X,II(z) = y}, comporte un

nombre dénombrable d’images de fibres par ®. Alors la partition de X en fibre est
mesurable. Si on note u, le systéme de mesures conditionnelles de |1 associé a la
partition en fibre, alors v est une mesure conforme de jacobien

1
) (2 (y)))

Démonstration : Comme la partition en fibre est limite d’une suite de partitions
dénombrables elle est mesurable. L’unicité du systéeme de mesures conditionnelles
montre que la mesure p est conforme de jacobien J(z) = iy (®(X1(s))). En effet si
B est un borélien de X, alors

W(®(B)) = /Y 11y (2(B)) dv(y)

ou p, désigne la mesure conditionnelle sur la fibre X,. L’unicité du systeme de
mesures conditionnelles montre que 1’on a aussi

W(®(B)) = /Y 1y (B) piay) (I (1)) v 0 T (y)

et I'invariance de y montre que

W(®(B)) = u(B) = /Y 1y (B) dv(y).

Ceci est vrai pour tout borélien B, et donc v est conforme de Jacobien
1

) (RII-1(y)))
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Corollaire 3.1.3 Sous les mémes hypotheses que précédemment, si la mesure v est
conforme de Jacobien J, alors pour p-presque tout x de X,

1

Mw(‘D(XHocb—l(z))) = m

3.2 Extension inductive

Si on se donne un systéme dynamique abstrait (X, ®, i), ® étant inversible ; Nous
allons voir qu’on peut créer un systéme induit (Y, ¥, v) en prenant pour Y n’importe
quel borélien de X de p-mesure strictement positive, pour ¥ I'application premier
retour dans Y et pour v la renormalisation de pz a Y. Dans une seconde partie nous
verrons une sorte de réciproque, c’est a dire que nous donnerons une condition sur
le systeme (Y, W, v), ou Y est un borélien de X et ¥ lapplication premier retour,
pour qu’il puisse étre considéré comme un systéme induit par (X, ®, u). De telles
idées font partie du “folklore”, et on pourra par exemple voir [8].

3.3 Systeme induit

On se donne donc un sytéme dynamique abstrait (X, ®, u), ® inversible et Y un
borélien de X tel que p(Y) > 0. On suppose en outre que la mesure p est ergodique.

3.3.1 Définition du systeme induit

Définition 3.3.1 On définit sur X une application temps de premier retour dans
Y par :

r(z) = inf{k € N* ®*(z) € Y} s'il existeet siz € Y
10 sinon.

On définit ensuite une application “premier retour” dans Y que l’on note ¥ par
U(y) < o0(y).

Remarque : il est facile de vérifier que ¥ est mesurable et u-presque partout inver-
sible.

L’application r assigne a chaque point de Y le temps qu’il lui faut pour revenir dans
Y par itération de ®. Le théoreme de Poincaré assure que pour p-presque tout y dans
Y ce temps r(y) est > 0. Néanmoins nous avons une estimation supplémentaire.

Lemme 3.3.2 [rdu=1.

Démonstration : On commence par restreindre ’ensemble Y. Le théoreme de Birkhov
assure que pour u-presque tout y € Y

n—1
1 ’
Jim -~ 2 Iy 0 ®*(y) = p(Y).
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On appelle Y’ cet ensemble de points. Par ailleur le théoréeme de Poincaré assure
que p-presque tout point y de Y revient une infinité de fois dans Y par itération de
®. On note Y” cet ensemble de points. Toujours par ergodicité il existe un ensemble
Y"" de u-mesure pleine dans Y tel que pour tout y € Y

n—1
1 ;
5 2 e @) = | ran

On note Y] “yrny ny™. Y7 est un sous-ensemble de Y mesurable et de y-mesure
égale & u(Y'). On se fixe un y € Y3, et on construit la suite (T”“(y))kelN définie par la
relation de récurrence :

Py) =0 et rFI(y) =rt) +r (2 V ().

Cette suite définie les temps de retours successifs de y dans Y et est bien évidemment
strictement croissante. Nous avons alors la premiere égalité

rEtl(y)-1

rk%(y) Z TodP(y) = /:4_7—1_(;) (3.1)

En faisant tendre k& vers U'infini dans (3.1) on trouve :

. k+1
S ey =AY
Par ailleurs la relation de récurrence que définie la suite (T‘k(y)) pen beut aussi
s’écrire : "
pk+l (y) T (y) -1
_ P
k+1  k+1 D o)

p=0

ce qui permet d’avoir la relation :

L L rktl(y)—1

Y _ y) 1 Y rodr(y). (3.2)

k+1 k+1 rkti(y)

p=0

Si k tend vers 'infini dans (3.2) on trouve :

1 1
m:m/”ﬂ”

ce qui acheve la preuve du lemme. —

Définition 3.3.3 On définit une mesure borélienne de probabilité, v, sur'Y par :

déf (Y NA)
A4 = pu(Y)

pour tout borélien A de Y.
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La transformation ¥ étant une itérée il est raisonnable de penser que la mesure y
sera encore W-invariante. Nous avons en effet le lemme suivant.

Lemme 3.3.4 La mesure yu est V-invariante.

Démonstration : On choisit un borélien A de X. Puisque V¥ vaut I'identité hors de Y
et ¥(Y) C Y on peut supposer que A est dans Y. Quitte a retirer & A un ensemble
négligeable on suppose que tous ses points reviennent une infinité de fois dans Y par
®. A est alors la réunion disjointe des Ay, parties de A ayant pour temps de retour
exactement k. On a alors :

p(¥(4) = u(\I’(UAk))

k>0

= D u(2(A)

= ZM(Ak)
= /J(A).—‘

3.3.2 Propriétés du systeme induit

Il est naturel d’étudier les propriétés qui se transmettent du systeme (X, ®, u) au
systeme (Y, ¥, v). En particulier I'invariance de la mesure par rapport a la transfor-
mation, I’ergodicité, ou I’entropie. Nous allons montrer que le systeme induit hérite
certaines propriétés du systeme global.

Proposition 3.3.5 La mesure v est V-invariante et ergodique.

Démonstration : Montrons d’abord la W-invariance. On se fixe un borélien A de
Y. Comme dans la démonstration du lemme 3.3.4, A se décompose en une réunion
disjointes de parties Ay telles que pour tout entier k, ¥(A;) = ®*¥(Ag), ce qui prouve
alors que v (V(A)) = v(A). Montrons maintenant que v est ergodique. On se fixe
alors un borélien A qui est W-invariant. Si pu(A) = 0 alors ¥(A) = 0. Sinon il existe
un y € A tel que

1 n—1

lim — Fly) = :

Jim =% 140 @F(y) = u(A)
k=0

Pour chaque entier p, si ®”(y) est dans Y ce point est aussi un ¥/(y) et est dans

A par invariance de A. On se fixe un entier n, et on lui associe ’entier £ tel que

rk(y) < n < r*l(y). On a alors

n—1 k
1 1 k+1
H E ][AO@p(y):ﬁ E ][AO\IJp(y): .
p=0 p=0

n
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En faisant tendre n vers l'infini on trouve p(A) = u(Y) ce qui entraine bien que
v(A)=1. -

L’entropie d’un systéme est une notion dynamique. On ne peut donc pas espérer
qu’il y aura égalité entre 1’entropie du systeme global et celle du systéeme induit
puisqu’on n’itére pas la méme application. Néanmoins I'induction ne nous fait pas
perdre toute 'information puisque nous avons la proposition suivante.

Proposition 3.3.6 L’entropie du sytéme (X, ®, u), h,(P), et 'entropie du systéme
induit (Y,V,v), h,(V), sont reliées par la relation :

Démonstration : Elle se fait en deux étapes, en montrant successivement les majo-
rations dans les deux sens.

Etape 1. Montrons que hu(®) > u(Y)h,(¥). On se fixe un €, et on prend une
partition « de Y telle que h, (¥, a) > h,(¥) — €. On construit alors la partition g
de X de la maniere suivante :

df [ afz) sizeY
Blz) = { X —Y sinon.

Pour tout entier n € IN* on définit o = \/;”;(} Uiget " = \/;’;& &7 3. L'ergodicité
de la mesure v et le théoreme de Brin-Katok permettent de prouver que pour tout
y dans un ensemble Y’ C Y de v-mesure pleine on a :

-1
liminf —logv(a"(y)) = h, (¥, ).

n—-+o00 N

On se fixe alors un y dans Y.
A tout n on associe lentier k tel que 7*(y) < n < r¥+1(y). Il est clair que 8*(y) C
o**t1(y) ce qui entraine que

%1 log u(6" (y)) > %1 logv(a**(y)) + % log u(Y').

Si on passe a la limite inférieure cette expression devient

lim inf "~ log (8" (y)) > (V) (hu(T) — ).

n—+o0o N

Comme p(Y') > 0, j:og ®7(Y") est ®-invariant et de mesure pleine. Si y est dans
cet ensemble il existe un entier k tel que ®*(y) € Y’ et " (y) C ®7* (B(®*(y))).
Par conséquent pour tout y € U;:g dI(Y"),

lim inf - log (8" (y)) > (V) (hy(T) — ).

n—-+o00 M
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L’ensemble U;:og ®/(Y") étant de mesure pleine, I'inégalité précédente signifie que :
hu(®, B) 2 u(Y) (hy(¥) =€), done hy(®) = u(Y) (h(¥)).

Etape 2. Montrons que hu(®) < p(Y)h,(¥). On se fixe un €, et un choisit une
partition a de X telle que h,(®,a) > h,(®)—e. On note Y’ I'ensemble des points de
Y qui reviennnent une infinité de fois dans Y par ®. Si « ne raffine pas la partition
(Y)Y —=Y' X —Y) on lintersecte avec cette derniére, ce qui donne une partition
d’entropie supérieure ; on peut donc supposer que « raffine (Y)Y —Y’ X —Y). On
construit alors une fonction ensembliste, 3, sur Y de la maniere suivante :

. 7(y) . i
déf « S1 eyY
/5@) - { Y (}Z///) Y

sinon.

Nous allons montrer que /3 est une partition de Y. On prend deux points z et y dans
Y tels que 8(z) N B(y) # O et nous allons considérer tous les cas possibles :
— 1 cas: r(z) =7r(y) = 0. Alors f(z) =B(y) =Y = Y".
— 2™ cas : r(x) > 0 et r(y) = 0. Alors B(y) =Y — Y' et B(z) = o/@ ().
Comme « raffine (Y)Y —Y', X —Y) on ne peut pas avoir ce cas.
— 3% cas:r(z) > r(y) > 0.Siz € B(z)NB(y) on doit avoir ") (z) € Y puisque
a raffine (Y)Y —Y’, X —Y), et parallélement on doit avoir ®® (2) € X —Y
pour la méme raison. Ce cas est également impossible
— 4%m¢ cas : r(z) = r(y) > 0. Comme « est une partition o’®) en est une aussi
et donc f(x) = B(y).
Tous les cas ayant été traités (ou leur symétrique), on a bien prouvé que [ est
une partition de Y. Nous allons maintenant estimer son entropie. On choisit un
y dans Y’ et un entier k, alors 8*(y) = a’"k+1(y)(y). Si y est pris dans le sous-
ensemble de Y’ de v-mesure pleine tel que liminf =t log pu(a”(y)) = hu(®,a), on

trouve h, (U, 3) > ﬁ (hu(®,@)) ce qui acheve la preuve de la proposition. —

3.4 Une réciproque

Nous souhaitons maintenant voir comment on peut “remonter” d’'un systéme in-
duit au systéme global : Si (X, ®) est un systéme dynamique donné, avec ® inversible,
et si (Y, ) est un sytéme induit par le premier, c’est a dire Y est un borélien de X et
I’application ¥ est I'application premier retour de ®, alors connaissant une mesure
W-invariante et ergodique v sur (Y, ¥), peut-on trouver une mesure ®-invariante sur
X, u, telle que le systéme dynamique (Y, ¥, v) soit le systéeme induit par (X, ®, u) ?
Nous allons voir que sous une hypothese simple sur I’application temps de retour on
peut répondre a la question.

Proposition 3.4.1 Soit (Y, ¥V, v) un sytéme dynamique avec v une mesure de pro-
babilité V-invariante et ergodique. On suppose que le systeme vérifie les propriétés
sutvantes

(i) Y C X
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(i) U est v-presque partout l’application premier retour dans Y par itération
d’une application inversible ® sur X
(i) [rdv < +oo.
Alors le systeme (Y, ¥, v) est le systéeme induit par (X, ®, u), ot pu est une mesure
de probabilité ®-invariante et ergodique.

, ) . déf i
Démonstration : Dans la suite on notera | = ﬁ. Nous allons construire une

fonction réelle sur les boréliens de X . Pour tout borélien A de X et pour tout entier
k on note

A Y fyeAtelque dF(y) ey et Vi<k d7(y) ¢ Y}

avec la convention Ag “I ANY. On définit alors I’application y par :

p(A) €. (Z” (q>—k(Ak))> :

k=0

Nous allons voir que p est une mesure de probabilité ®-invariante et ergodique.
Pour prouver que p est une mesure, il suffit de montrer qu’elle vérifie les axiomes
définissant les mesures.
— La définition de X}, montre que ®~*(X},) correspond exactement & I’ensemble
des points de Y ayant un temps de retour supérieur a k. Si on note

Y(k)={ye Y tel que r(y) >k}

pour tout k > 0 et Y (0) Y Y, on a alors I’égalité

px) =1 (Zu (Y(k»)

k=0

Comme 'application temps de retour est a valeurs entieres un calcul classique montre
que

ZV(Y(k))=/0+OOV({ye Y, r(y) > A}) d)\:/rdydif%.

Ceci montre que pu(X) = 1.

— Si A et B sont deux boréliens disjoints de X alors on doit avoir (A|JB), =
Ay || Bg, et donc % (AU B),) = &% (4y) | ®7* (By), ainsi (AU B) = u(A) +
p(B).

— On choisit une suite (A"),en de boréliens qu’on suppose décroissante d’inter-
section vide. Si on se fixe un ¢, il existe un rang kg tel que

D v(e7FAy) < =

k>ko
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De plus par décroissance de la suite, il existe un rang N tel que
ko—1 c
> v (@A) < =
3l
k=0
pour tout n > N. Si on prend n > N, on a alors :
+o0
uAT) = Y v (®7HA)
k=0
ko—1
—k —k 1
Do v (@A) + D v (07 (4)
k=0 k>ko
2e
3l
4 vérifie bien les trois axiomes qui définissent une mesure de probabilité ce qui acheve
la premiere partie de la démonstration. Il nous reste maintenant a voir que p est
®-invariante et ergodique.

On prend alors un borélien A de X, et on note BY ¢- 1(A). Pour tout entier k
les points de By sont exactement les points de B pour lesquels il faut itérer k fois
®~! pour qu'ils soient dans Y. Ces points sont donc ceux de ®~' (A4;,) et 'image
par ®~! des points de ANY qui ont un temps de retour égale & k + 1 par itération
de ®~! (on remarquera d’ailleur que la U-invariance de v entraine que v-presque
tout point de Y revient dans Y par itération de ® ). On notera Agy ce dernier
ensemble de points. Comme ® est bijective By = ® ! (Agy1) [ ] Aok, et on a alors
v (@ F(By) =v(@F? (Ak+1)) + v (®* (Aox)). Si on somme sur k on trouve

IN

soit u(A") <

) =1. Z ) + Lv(Ag) = u(A).

Montrons que pu est ergodlque. On choisit un borélien A tel que A = ®~1(A). en
reprenant les notations précédentes nous allons considérer deux cas :

Si v(ANY) =0, alors pour tout entier k > 0, Ay = &' (Ax11) et donc pu(4y) =
1(Agy1), par ®-invariance de p. Ceci force a avoir pu(Ag) nul pour tout k& puisque

A == |—|kEIN Ak-
Si v(ANY) > 0, alors de I'égalité Ay = ® 1 (Agy1) || Ao on tire :

Ay = |_| DI (A )
Jjzk
I'égalité ayant lieu p-presque partout, ce qui donne que p(A) = I. [rdv =1 et
acheve la preuve de la proposition 3.4.1. —
Remarque : 11 est facile de vérifier que pour toute fonction mesurable g sur X on

aura
/ Z g o ®(y)dv(y l/gdu
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Mesures d’équilibre pour le
sous-systeme (F, gp)

4.1 Présentation du systeme

4.1.1 Le sous-systéme (F,gr)

Le théoreme de Poincaré assure que ’ensemble des points de R qui reviennent
une infinité de fois dans R par I'application f est non vide. On définit alors deux
sous-ensembles dans R, R, et R.,le premier désignant I’ensemble des points de R
qui reviennent au moins une fois dans R par itération de f, le second représentant
I’ensemble des points qui reviennent une infinité de fois. Nous allons définir une
application, g, reliée & f et un nouveau systéeme (R, g). On définit d’une maniere
plus générale, ’ensemble R,, des points qui reviennent au moins n fois dans R par
itération de f.

Définition 4.1.1 On définit sur R une application dite application temps de pre-
mier retour par :

r(z) = 0 siz¢ Ry
| ko si ko =inf{k € N tq f*(z) € R} < +oc.

On définit alors application g sur R par :
g: R — R
dé
z — ga) < ).

Si z est dans R, avec n € IN*, on définit la famille (7*(z))x<, par la récurrence

i =re) k
@) = (@) + (@)

C’est la famille des n temps de retours de z.
Enfin on s’intéresse aux feuilles instables pour définir le systéeme que nous étudierons :

27
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Définition 4.1.2 On appelle feuille instable (resp. stable) de R tout ensemble W*(z, R)
(resp. W*(xz, R)) ot x € R.

Nous avons le résultat suivant :
Lemme 4.1.3 Toute feuille instable de R est compacte.
Démonstration : Si € est tel que diam(R) < e, on a :

F=W"=x,R) = RN Wp.(z,2e).

ou Wp.(x,2¢) o {y € Qtq d(f~*(z), f*(y)) < 2¢ Vk € IN}. Ceci s’écrit aussi :
Wi (x, 2) ﬂ FH(B(f*(z), 2¢)).

W.(x,2¢) est un compact de €2, comme intersection de parties compactes, R est
compact comme fermé de €2 qui est compact ; F' est bien une partie compacte de 2.

-

Dans toute la suite on se fixe F' une feuille instable de R\ d“R. L’holonomie
stable de R sur F sera notée mp. On rappelle que 7p est définie par 7p(z) = [z, zF],
ou zp est n’importe quel point de F. On définit une transformation g pour avoir
un systeme (F, gr).

Définition 4.1.4 On définit sur F Uapplication gr par :
gp: F — F
r — gr(x) “ 7 o g(x).
On appellera aussi F;, et F, les ensembles R, NF et R, NF, ainsi que 0F = O0RNF.

Définition 4.1.5 On appelle point générique de F', tout point x € F, tel que pour
tout n, gr(x) ¢ OF. On notera F cet ensemble.

Remarque Si x est générique, et si y € W*(z, R), alors y € R, et pour tout n,

g9"(x) ¢ OR.

4.1.2 Partition d’une feuille en cylindres

La propriété de Markov du rectangle R implique une propriété du méme type
pour les branches inverses de gp. On définit une relation d’équivalence sur F de
la maniére suivante. Deux points x et y dans F sont en relation, x ~ y, si et
seulement si g(x) € W"(g(y), R). Comme F ¢ 0“R, g(z) est dans int(R), et {z,y} C
f@We(g(z), R) C Fsiz ~ y. Lapropriété de Markov assure alors que r(x) = r(y)
et frOW(g(x), R) = fTYW"(g(y), R).
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Définition 4.1.6 On appellera cylindre d’ordre n (n € IN*) de F, tout ensemble du
type f@OWE(f@) (2), R), avec x € F.

Remarque : Par compacité, f~"(R) N F ne définit qu'un nombre fini de cylindres, et
donc I’ensemble des cylindres d’ordre fixé p est au plus dénombrable.

Certains points ne sont dans aucuns cylindres, ou dans un nombre fini de cy-
lindres. Il s’agit des points qui ne reviennent qu'un nombre fini de fois dans R par
itération de f, et on notera H leur ensemble. Par ailleurs, un point peut revenir
dans R, mais étre juste dans son bord topologique OR. Ceci entraine que des points
peuvent étre dans plusieurs cylindres d’'un méme ordre. Nous noterons G leur en-
semble. On remarquera que si x est dans (G, alors nécessairement il existe n tel que
f™(z) € OR.

Les cylindres sont grosso-modo les images par les branches inverses de gr. Toute-
fois, a cause des ensembles H et (G, g} n’envoie pas réellement un cylindre d’ordre n
exactement sur F'. Une part du travail consiste alors a montrer que pour des bonnes
mesures, ces deux ensembles seront négligeables. On commence donc par préciser le
vocabulaire.

Définition 4.1.7 Si C,, est un cylindre d’ordre n, on appelle p-iéme temps de retour
du cylindre, le p-iéme temps de retour commun a tout point de C,, \ G (p < n).

Chaque cylindre d’ordre 1 a comme image par une itérée convenable de f une
feuille instable toute entiere du rectangle R. Nous définissons alors les préimages
d’ordre 1 de la maniere suivante :

Définition 4.1.8 Soit x un point de F'. Nous dirons que le point y est une préimage
de x par gp si :

(Z) Y € Fl,

(i1) 1l existe un cylindre, C, d’ordre 1 de F, qui contient y, de temps de premier

retour k(C), tel que T o f¥O)(y) = x.

Nous noterons Ant(x) l’ensemble des préimages du point x, et Ant(k,z) le sous-
ensemble de Ant(x) formé des préimages pour lesquelles le cylindre associé a un
temps de retour égal a k.
Si k € IN*, on définit les préimages d’ordre k du point x,et on note leur ensemble
Antg(z), par la relation de récurrence

Anty(z) E Ant(Anty,_1 (2)).

Remarque : On remarquera que pour tout entier k£ de IN*, les antécédents d’ordre k
de x sont des points des cylindres d’ordre &k de F'.
La propriété de mélange topologique de f montre directement le résultat suivant.

Lemme 4.1.9 Pour tout x dans F, | J, .- Ant,(z) est dense dans F.
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4.1.3 Définition d’une métrique adaptée a (F, gr)
Meétrique sur F'

La décomposition de F' en cylindre a un sens vis a vis de la dynamique. Deux
points d’un méme cylindre sont (sauf sur les bords) toujours ensemble, soit hors
de R soit dans R. Ceci signifie, que du point de vue de la dynamique, deux points
dans deux cylindres différents et de méme ordre sont “loin”. Ainsi la métrique ca-
nonique sur F', héritée de la métrique adaptée sur la variété M, n’écarte pas as-
sez les points, puisque deux points éloignés d’un point de vue dynamique peuvent
étre géométriquement proches. Cette situation nous conduit a définir une quasi-
métrique sur F' fonction non pas de la taille du cylindre qui contiendra les deux
points dont on veut évaluer la distance mais du temps qu’il faut pour que ces deux
points soient & une distance (au sens premier du terme) suffisament grande. Afin
de garder un meilleur contréle sur les estimées (aussi bien en itérant positivement
que négativement) nous nous intéresserons en fait au demi-temps de “dépassement”
d’une constante d’expansivité.

Définition 4.1.10 Si x et y sont deuz points d’une méme feuille instable de R on
appelle n(z,y) le plus grand entier positif tel que :

d(f*(2), f*(y)) <e  Vk < n(z,y).

Un tel entier existe nécessairement, car y € Wi (z) et € est une constante d’ex-
pansiwité. On note alors N(z,y) = [sn(z,y)] + 1, ou [.] désigne la fonction partie
entiere.

Remarque : Si X o | Dy|| alors :

d(z,y)

Nous allons montrer que notre “demi-temps de dépassement” de la constante &
varie peut en fonction de I’holonomie stable; ceci nous permettra ensuite de com-

parer ces deux temps pour les couples (g(z),g(y)) et (9r(x), gr(y)).

—1) < N(z,y) < L

§(log)\log( ) _1).

(o og( =)
2 ‘og N gd(x,y)

Lemme 4.1.11 1] existe un entier p tel que pour tout x ety de F', pour tout x' et
y' tels que ' € W*(z, R), y' € W*(y, R) et ' € W"(y', R) alors :

N(z,y) —p < N(z',y') < N(z,y) + p.

Démonstration : Soit p € IN tel que d(f?(z'), fP(y')) < € et d(fPT1("), fPT1(y')) > .
La propriété de contraction le long des feuilles stables locales montre que nécessairement

A7), f(a")) < et d(fP(y), ) < & ce qui entraine d(f2(z), 2(y)) < 2¢.
La propriété y-holdérienne de 'application [.,.] (4e < p), montre que

(AW, f2(2))7 < d(fP(y), f(2)) < (@A), ().



4.1. Présentation du systeéme 31

Par hypothese d(fP(y'), fP(z")) > /X, avec X' = |||df|||, puisque p = n(z',y'), et il
1
suffit d’avoir X\?(g/\')» > ¢ pour avoir d(fP*(z), fP*(y)) > . Ainsi
(v—1)loge + log X
vlog A

n(z,y) < n(z',y') +

bl

ce qui donne une premieére majoration. La seconde s’obtient en inversant les roles
des couples (z,y') et (z,y). —
Nous définissons alors une pseudo-métrique sur F' de la maniere suivante.

Définition 4.1.12 Si x et y sont deux points de F' on définit
déf 1
n(z,y) = YN (z,y)
Remarque : On remarquera qu’il existe une constante universelle, C, telle que pour
tout couple de points (z,y) dans F' on ait

d*(z,y) < Cn(z,y).

L’espace des fonctions C)(F)

Nous allons dans cette partie introduire ’espace des fonctions continues sur F
qui ont pour module de continuité la fonction 7. Nous montrerons ensuite que muni
d’une bonne norme cet espace est un Banach.

Définition 4.1.13 On note C)(F) l’ensemble des fonctions continues sur F d va-
leur dans C telles que :
Cy “ sup < +o00.
oty
On munit cet ensemble d’une application || .|, : C)(F) — R" telle que ¢ —
Co + l|9llco-

Proposition 4.1.14 (CJ(F),||.||,) est un espace de Banach.

Démonstration : 11 est facile de vérifier que I'application ||. ||, est une norme sur
Cp(F). Montrons que CJ(F) est complet pour cette norme. On considere (¢)nen
une suite de Cauchy pour la norme ||.||,. Elle est alors de Cauchy pour la norme
|- |0, €t comme (C°(F),]|.]ls0) est complet, la suite converge vers ¢ pour || . ||co.

Par ailleurs (¢),en est de Cauchy pour ||. ||, et est donc bornée pour cette norme :

3C € R, telle que Vn € IN Cy, + ||¢n]loc < C.

Si on fixe un £ petit on trouve un N tel que pour tout n > N¢ on ait Cy, < C — [|¢]|0o + &.

Ceci entraine que pour tout couple de points de F' x et y on aura :

6(x) = d(y)| < 26+ [dn(2) = Pn ()| < 26+ (C = [[4lleo + E)n(2, )
pour tout n > N. Si £ tend vers 0 on trouve que ||4]|, < C et donc ¢ € C)(F). -
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4.2 Un opérateur de Perron-Frobenius

4.2.1 Insensibilisation du potentiel par rapport aux fibres

Notre but est de montrer que le systeme (F, gr) peut étre vu comme un sous-
systeme de (€2, f). En particulier nous allons définir un formalisme thermodynamique
sur le systéme (F, gr) 1ié a celui de (2, f). Il faut alors tenir compte des perturbations
introduites par le fait que nous itérons ’application gz et non pas f.

En particulier, un probleme essentiel est que l’application gz est définie de
maniere artificielle sur les points de H, et n’est pas nécessairement continue sur
les cylindres, a cause notament des points de G.

Nous allons préciser notre potentiel. On définit une fonction B' sur F'\ (H U G)

par
r(z)-1

B@)d Y Ao fia).

De la méme maniére nous définissons la fonction w sur R\ 7' (H U G) par

; I
wiz) Z 3" Ao @) — Ao fFompo [ (a).

k=0

On vérifiera que la série est bien convergente puisque A est héldérienne.
Le nouveau potentiel est alors

B(z) Y B'(z) + w(x).

Nous verrons plus loin que cette définition du potentiel, B, qui dépend du choix
de la feuille F', entraine que deux potentiels B; et By définis par deux feuilles F}
et Fy sont cohomologues pour la transformation g. Le terme B’ exprime alors, le
fait que nous itérons g et non pas f, le terme w exprime la dérive conséquente a
I'itération de gr et non pas de g. Le bord de R, OR est un fermé d’intérieur vide, et
le théoreme de Baire assure que G est d’intérieur vide dans F. Nous pouvons alors
définir les fonctions B, B’ sur F'\ H et w sur R\ 7' (H) par continuité, & condition
de prendre en compte dans quel cylindre on considere le point de GG. Nous noterons
donc B'(z,C;), B(x, 75" (C;)) et w(z,C;), qui désigneront les valeurs limites de ces
fonctions lorsqu’on fait tendre un point y du cylindre d’ordre 1 C; vers le point
de G, z. 1l faudra alors non plus noter r(x) mais plutot 7(C;), temps de retour du
cylindre. Toujours pour des raisons de continuité, si H° désigne les points de H qui
ne reviennent pas dans R, on peut en fait définir les trois fonctions sur F' \ H® ou
R\ m,'(H°).

Ce probleme de définition des fonctions B', B et w n’est en fait qu’artificiel, car
chaque branche inverse de gr définit un unique cylindre d’ordre 1, dans lequel les
deux fonctions, B et B, sont parfaitement définies, et tel que w soit parfaitement
défini sur I'image récirpoque par 7 de ce cylindre. De plus la propriété de dilatation
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le long des feuilles instables entraine un bon controle des variations de ces fonctions
sur les cylindres d’ordre 1.

Lemme 4.2.1 Si x et y sont deux points de F, si x' et y' sont deux antécédents
respectifs de x et y d’un méme cylindre d’ordre 1, C;, et si " et y" sont deux
points de R tels que x" € W*(y", R), np(z") = 2', et wp(y") =¥, alors il existe C
constante universelle telle que :

w(a", 751 (Ch)) — w(y”, 75 (Ci))] < Cn(z, y).

Démonstration : On note r le temps de premier retour du cylindre C; et N = N(z,y).
La différence des deux w est la différence entre deux series. On coupe cette expression
en quatre parties, et on va montrer que chaque partie est majorée (en valeur absolue)
par un terme en Cn(z,y).

N
wa", 7 (G)) —w(y",mp' (C)) = Y Ao fH7(a") — Ao fF(y")
k=0

N
_ZAOkaﬂFOfT(l“')—-AokaWFofr(yl)

k=0

+o0
+ Z Aofk—{—r(xll)_Aoflcoﬂ_Fofr(xl)

k=N+1

+o0
— 3 Ao (Y — Ao fFompo f1(y)
k=N+1

(4.1)

Majoration du premier terme.
Le premier terme de droite est en module majoré par ZIJCV:O Ao fFr(a") — Ao
57 (y")|. Le lemme 4.1.11 permet d’écrire :

N(f7 ("), [ ") E N >N —p

ou p € IN, et est indépendant du choix des points. On majore alors le terme par

N'+p

D Ao fEIT(a) — Ao fR(y").
k=0

On coupe encore cette somme en deux parties. Celle pour & < N’ et le reste. Du
fait que A est a-hdldérienne et de la dilatation sur une feuille instable on trouve :

N’ N’ d( £+ (g ’ N4/ 1\
; ‘.AO fk+r(33") _ ‘Aofkﬂ"(yll)‘ < CA; ( (f (;a()]v/fk) (y ))) ]
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Par ailleurs on a d(fN*" ("), fN'1"(y")) < S puisque 2N' ~ n(f"(2"), f*(y")).
Enfin le terme en )\% est lui-méme majoré par un terme en )\%, toujours par le lemme
4.1.11. Ces trois estimations mises ensemble montrent qu’il existe une constante
universelle, C, telle que

NI
D Ao fFHT(a") — Ao T (y")] < Cnlz,y).
k=0

D’autre part on sait qu’on peut majorer d(f(21), f(22)) par Cd(z1, 22) en prenant

pour C' = |||[df]||. On majore ainsi la seconde partie de notre premiére expression
par :
N'+p
Y Mo ) — Ao ()| < O ), ()"
k=N'+1

et on procede comme ci-dessus.
On trouve alors :

N
3" Ao () — Ao (Y| < On(a,y)
k=0

ou C' est une constante universelle.

Majoration du deuxiéeme terme.

Il suffit de procéder comme pour le premier terme sauf qu’il n’est plus nécessaire de
comparer N’ et N puisqu’on se trouve aux points z et y. On majore alors la somme
des modules grace a la propriété Holder de A, puis par dilatation on obtient une
suite géométrique multipliée par (d(f"(z), f¥(y)))® On a encore 2N = n(z,y), ce
qui permet de conclure :

N
ZAoka’ﬂ'FOfT(-’L',)—Aofkoﬂ'FofT(yl)

k=0

< Cn(z,y)

ol C est une constante universelle.

Magjoration du troisiéme terme.

Pour majorer ce terme on majore une fois encore le module de la somme par la somme
des modules, puis on utilise toujours la propriété Holder de A et la contraction le
long des feuilles stables. Ceci permet facilement d’avoir :

Y Ao (") — Ao fFompo f(2)| < CE(FN ("), £V (@)

k=N+1

Ce dernier majorant est plus petit que f\jjfv‘z, par contraction le long des feuilles

stables et donc on trouve bien :

+o0
Z AOfIH—T(Q?,) —.AOfk OWFOfT(at”)

k=N+1

< Cn(z,y)
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ou C' est une constante universelle.

Majoration du quatriéme terme.

C’est comme pour le troisieme z” et y” jouant le méme role.
Finalement le lemme est démontré. —

Remarque : On remarquera que pour tout x et pour tout cylindre d’ordre 1 contenant
z,Cy, on a|w(z, 77 (C1))| < Cdiam(R) en utilisant la contraction le long des feuilles
stables.

Si z est un point de Fy, \ G, S,(B)(z) désignera le terme 37—, B(gk(z), CF), avec
C¥ le rectangle d’ordre 1 ol se trouve g% (z). Par extension, si z € F, N G, et si
x € Cp, cylindre d’ordre n, S,(B)(x) désignera la méme expression dans laquelle
on a remplacé le terme gk (z) par mp o f7()(z), ot r¥(C,) est le k-itme temps de
retours de C),.

Lemme 4.2.2 Soit n € IN. Soient x et y deux points de F. Alors il existe une
constante universelle, C, telle que pour tout couple (x',y") € Ant,(x) x Ant,(y) tel
que =’ et y' soient dans le méme cylindre d’ordre n,

|Sn(B)(2") = Su(B)(¥)| < Cn(z, ).

Démonstration : On se fixe donc n € IN et x et y deux points de F. On choisit
ensuite =’ € Ant,(z) et y' € Ant,(y) tels que ni la gp-orbite de 2’ ni celle de y' ne
soit & aucun moment dans G. On notera alors B(gk(z')) sans préciser le cylindre
puisque celui-ci est unique pour tout k.

Dans un premier temps nous allons montrer par récurrence que :

r(z')—1

SuB)(z') = Y Ao fHa) +w(g" ()

Pour n =1 c’est la définition de B. Supposons que la propriété soit vraie pour n—1
et montrons la pour n.

Su(B)(a') = Su-1(B) (@) + Blgp *(2'))-
L’hypothese de récurrence s’écrit
r ) -1
Spa(B)(@') = Y Ao fHa) +w(g"P(a")),
k=0
et par définition

r(gp (a1

Blgp (@)= Y Aofigp (@) +wlgh ().
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Les temps de retour sont constants le long des feuilles stables, et les deux séries qui
définissent w(g"%(2')) et w(g® '(2')) convergent. Le calcul donne

w(g" (@) +wlgp (@) = Y Ao ffog" (@) — Ao fFogi (@)

+00
+Y Ao ffogi N (ah) — Ao fFo gp(a))
k=0
r(gp (@)1
= Z Ao f¥og" ! (z') = Ao f* o gp ()

+ Z Ao fFogt(a") — Ao f*ogp(a))
k>r(g5" (2")
On remarque que le dernier terme est w(g™~!(z')). Si on réinjecte la derniere égalité
dans S, (B)(z') on trouve finalement
ri(z")—1

Z Ao fF(a) + w(g" ! (z").

Nous sommes maintenant en mesure de prouver le lemme.
r?(z")—1

SuB) (@) = SuB)W) < Y Ao fHa") = Ao fH(y)

(g™ (@) — w(g™ @)

Le lemme 4.2.1 montre que

lw(g" (@) — wlg" (¥))] < Cn(z,y)

N . n ! —1
ol C est une constante universelle. Le terme 3 7 @)~ Ao fk(z') — Ao f*(y/)| se
majore en utilisant toujours la propriété holdérienne de A et le fait que z’ et 3/
restent dans la méme feuille instable locale pendant un temps r"(z'). On trouve
alors C' telle que

r?(z')—1

Y Mo fra) — Ao ()| < Cld(z,y)™.

k=0
En utilisant la propriété holdérienne de I’holonomie. Ceci montre qu’on peut trouver
une constante C' telle que

r?(z')—1

> Ao ) — Ao f5(y)| < Oz, y).

k=0

Le lemme est prouvé dans le cas simple. Si z ou ¥ est tel qu'un des z’ ou 7' soit & un
moment dans plusieurs cylindres du méme ordre alors on procede par continuité. —
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4.2.2 L’opérateur de Perron-Frobenius
Définition de I'opérateur

Si on se fixe un parametre réel S, nous définissons une application Bg sur F'\
(H UQG) par
Bs(z) @ B(z) — Sr().
Comme précédemment nous étendons cette fonction sur Fi, en lui donnant plusieurs

valeurs en un point  de GG, valeurs qui seront dépendantes des différents cylindres
d’ordre 1 qui contiennent x. Nous noterons alors

Bs(z,C;) Y B(x,C;) — S
ou r désigne le temps de retour du cylindre Cj.

Définition 4.2.3 Pour S € R on définit l'opérateur Ls sur C°(F) par :

Ls ¢ECO(F) — ;Cs((b) F — R
z — Ls()@)E S Hswg(y).

y€Ant(z)

Les deux lemmes 4.2.1 et 4.2.2 de continuité de w et B montrent que si la série

L(Ip)(z) £ Z eBY,Cy)—r(Cy) S

yeAnt(x)

converge pour le point x, alors elle converge pour tout z’ de F' et pour tout S’ > S.
On dira alors simplement que la série Ls(1Ip) converge. (Ls)s définit une famille
d’opérateurs, famille qui dépend d’un parametre S. On précise maintenant le do-
maine ol ce parametre prend ses valeurs.

Définition 4.2.4 On appellera seuil de convergence de lopérateur Ls, et on le no-
tera Sy, le plus petit élément S; dans IR tel que :

VS > S, Ve e F Lg(Ip)(r) < +oo.

Etude du seuil de convergence

On se fixe un = dans F et S € IR tel que L(1y)(z) converge. Nous allons montrer
que nécessairement S, < Py.
Ls(Tp)(z) séerit 1% (X, e anspn.ay €2 @) e 5, et il faut donc estimer le rayon
de convergence de cette série entieére. Si y et y' sont dans Ant(n,z), ils doivent
étre (g,n)-séparés (il existe k € {0,...,n — 1} tel que d(f*(y), f*(y')) > ), car
¢ est une constante d’expansivité, y' € Wi (y), et f"(y') € Wi (f"(y)). Ainsi
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ZyeAm(n 2) eBW.Cy) est plus petit que e ZyeEn eS(AAW) ol B, est un réseau (g, n)-
séparé maximal. Ceci montre que

1
lim sup — log Z B | <Py,

n
ne—too yEAnt(n,z)

et le critere de convergence de Cauchy implique que S5 < P4.
Remarque : Nous verrons par la suite que pour S = P4 il y a convergence de la série.

Invariance de (C°(F),|| ||oo)

Remarque : A partir de maintenant nous supposerons que S > S;. On notera
déf
Mg = supep |Ls(T)(2)].

Proposition 4.2.5 Lg est un opérateur continu de (C°(F),|| ||«) dans lui-méme.

Démonstration : On prend ¢ dans C°(F). On fixe § > 0 et on trouve p' tel que
d(z,y) < p' = |p(z) — ¢(y)| < 0. Par contraction le long des feuilles instables (lors-
qu’on itere négativement) si d(z,y) < p' et si 2’ et y’ sont deux éléments de Ant(z)
et Ant(y) d’'un méme cylindre d’ordre 1, alors d(z',y') < p'. On a alors :

1Ls(p)(@) = Ls(@)W)] < Y Y [€3p’) =P Wp(y)

k=1 z'€Ant(k,z)
y' e Ant(k,y)

YD B e — o)

k=1 z'e€Ant(k,z)
y' € Ant(k,y)

+oo
Fllelle Y DT 1550 =B W)

k=1 z'eAnt(k,z)
y' € Ant(k,y)

IN

Etudions donc ce dernier majorant. La continuité de ¢ assure que le premier terme
de droite est plus petit que Mg ¢ puisque 0 < Lg(Ir)(x) < Mg. Le second est majoré
par Mg ||¢]|eo |€€"®%) —1] ol C est une constante universelle. Enfin lim, ,, n(z, y) =
0, ce qui montre bien que Lg(p) € CO(F).

Par ailleurs une simple majoration montre que ||Ls(¢)|loco < Ms||¢]loo- —

4.2.3 Opérateur adjoint, mesure de Gibbs

L’opérateur Lg est un opérateur sur les fonctions continues a support compact
dans F. Il admet donc un opérateur adjoint, noté L%, qui agit sur les mesures de
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probabilité sur F, dont I'’ensemble est noté Mp. Cet opérateur adjoint est défini
par :

Ly [ Lato)in.

Nous allons montrer I'existence d’une mesure vecteur propre de cet opérateur ad-
joint. Cette mesure sera appelée mesure de Gibbs associée au potentiel Bs. Son uni-
cité sera prouvée plus tard. Nous verrons dans cette partie que la mesure de Gibbs
ne charge pas les points de H, et ultérieurement nous verrons qu’elle ne charge pas
non plus G.

Proposition 4.2.6 Il existe une mesure de probabilité notée pus et un scalaire Ag
€ IR, tels que :

Ls(ps) = As ps-

Démonstration : My est un convexe compact pour la topologie faible. Il est de plus
non vide car la mesure riemannienne renormalisée sur F' y appartient. On définit un
nouvel opérateur sur Mp noté L% par :

% 1 *

Le théoreme de Schauder-Tychonoff montre que cet opérateur admet un point fixe,
c’est a dire qu’il existe une mesure notée s telle que L£E(us) = (f Ls(Tg) d,us) Jhs-
Si on pose A\s = [ Ls(T)dus on a

Ls(ps) = As -ps. =

Définition 4.2.7 Toute mesure de Mg point fize de Ng sera appelée mesure de
Gibbs associée au potentiel Bg.

Proposition 4.2.8 Soit us une mesure de Gibbs associée au potentiel Bs. Alors
ps(H) = 0.

Démonstration : Fixons n € IN, et notons H" I’ensemble des points qui ne reviennent
que n fois dans R par itération de f. Il est évident que H = |, .y H". Nous allons
montrer que ug(H") = 0.

Choisissons un compact K, dans H". Choisissons 6 > 0. La série 3° 1., ) eSn(Bs)y)
converge pour tout x dans F' et

F
z€ yeAntn(m) yEAnt, (zo)

ol xo est n’importe quel point de F' et C' est une constante universelle. Si x € F

la série Sn(Bs)W) g'écrit aussi Y, 0 ZyeAnt @ e5Bs)W) of r(y) désigne

yEAnt, (z) e ok
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le n’*™¢ temps de retour du cylindre d’ordre n pris en compte. Cette série converge
pour tout x et il existe un N indépendant de z tel que :

V z, +Zoo Z eSn(Bs)¥) 5.

k=N y€Anin(2)

T (y)=k
Il n’y a qu’un nombre fini de cylindres d’ordre n ayant un temps de retour inférieur
a N, chaque cylindre étant compact, leur réunion est compacte et sera notée Fj'.
Nous allons montrer, en utilisant I'opérateur L% et le fait que pg est vecteur propre
de cet opérateur, que Fj est de mesure grande, et obtenir ainsi une majoration de
la mesure de K,,. Par construction F' N K, = (. Il existe alors un p’ > 0 tel que
d(F§, K,) > p'. On note alors Us = {y € F, d(y, K,) < %'} Us est un ouvert dans
lequel on construit une fonction “plateau” continue, valant 1 sur K, 0 hors de Uy,
positive et majorée par 1 comme dans le lemme d’Urysohn (voir [23]). On la note
©s,n- Ainsi

,U«S(Kn) S /(106,nd,u8

1
< v / L5(psn)dis
s

Par ailleurs £%(p5,)(z) = ;20 ventn(e) eSnBs)W) s . (y) ce qui signifie que pour
T (y)=k
tout z dans F L%(5,)(7) < 3050 ventn ) e3n(Bs)v) < §. Ceci ré-injecté dans
r?(y)=k

la série d’inégalites précédentes montre que ug(K,) < §/A% pour tout 6 > 0. La
régularité de pug impose a p(H™) d’étre nul. H est réunion dénombrable d’ensembles
négligeables et est donc de mesure nulle. —

4.3 Définition des mesures quasi-Gibbs invariantes

4.3.1 Le théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu

Nous allons démontrer que l'opérateur Lg admet un vecteur propre associé a
la valeur propre Ag. Pour ce faire nous allons utiliser le théoreme de Ionescu-
Tulcea et Marinescu, sans en donner une démonstration complete. Nous verrons
juste quelques lemmes qui servent a le démontrer et qui nous seront utiles plus tard.
Des démonstrations compleétes pourront étre vues dans [13] ou [6].

Théoréme 4.3.1 Soient (V, || ||v) et (U, || ||lu) deuz espaces de Banach sur C tels
que ¥V C U. On suppose en outre que :
(i) Si(¢n)nen est une suite de fonctions dansV convergente dans (U, || |ju) vers
une fonction ¢ et si pour tout n € IN ||@,|ly < C alors p €V et ||¢|ly < C
et ® est un opérateur de U dans lui-méme tel que :
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(i1) ® laisse V stable et est borné pour || ||y ;
(iii) sup, {[|2"(@)[lu ¢ €V llollu <1} <M < o0;
(iv) Il existe un entier ng et deux constantes 0 < a <1 et 0 < b < 400 tels que
pour tout o € V on ait [[ 2™ (p)[ly < allelly + blloll ;
(v) Si X est une partie bornée de (V,|| ||y) alors ®"0(X) est une partie relative-
ment compacte dans (U, || ||u)-
Alors ® n’a qu’un nombre fini de valeurs propres de module 1 : Ay ...\, et ® s’écrit
Q=" NO +T¥, oules ®; sont des opérateurs linéaires bornés de V dans ®(V),
chaque ®(V) étant de dimension finie et contenus dans V, et ou ¥ est un opérateur
linéaire borné de rayon spectral p(¥) < 1 dans (V, || ||y)-
De plus on a les relations suivantes : ©;.®; = ®;.®; = 0 pour tout i # j, ®;.9; = &,
pour tout i, et ®;. ¥ = V.®; = 0 pour tout 1.

Remargue : On aura en particulier pour tout n ®" =%  A'®; + U™
Montrons maintenant quelques lemmes conséquents aux hypothéses du théoreme.

Lemme 4.3.2 Il existe L € R, tel que pour tout m € IN et pour tout ¢ € V on ait
2™ (@) [lv < a™[[(@)llv + Ll|(©)ler-

Démonstration : Soit m € IN. on a simplement ||®™ ()|l < al| @™ V(o)) +
b|| @™m0 () ||,. L'hypothese (i47) permet d’écrire que :

127" () lly < al| @D ()l + b MI(#) lu

ce qui donne aussi :

mn bM e Lln bM
187 (2)lly =~ @)l < (||<I>< b )y — Il >||u) .
Une récurrence immédiate assure que si on pose L = 7= on a :

@™ (@)llv < a™ (@)l + LI (@) —

Lemme 4.3.3 Les normes (||2™||y)m sont uniformément bornées.

Démonstration : Le lemme 4.3.2 montre que |[|[®™"||,, < a™ + L. L’hypothése (i7)
assure que ® est borné pour || ||y, et donc (||®*)[|y)k<m est uniformément bornée.
Comme 0 < a < 1 et en effectuant une division euclidienne de n par ng on montre
que la famille (]|®"||y)nen est uniformément bornée. —

Lemme 4.3.4 Pour tout ¢ € V il existe p € V tel que :

k+n0
Jim || Z@ —~ Bl =0.
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Démonstration : Le lemme 4.3.3 entraine que toutes les ||®" ||, sont uniformément
bornées par une constante C. Ainsi || ™70 ®*(p) ||y < C et done {1 3732 ¥ (), n €
IN*} est une partie bornée de V qui est transformée par ®™° en une partie relati-
vement compacte de U. On peut donc tirer de cette partie relativement compacte
une sous-suite convergente vers @ dans U. Si (n,), est une telle sous-suite on a la
relation suivante :

np—1 np—1

1 . k+n 1 < k+n
o(LTam0) = 5w

P k=0 P k=0

Ceci montre que ®(p) = . Si m € IN on voit alors que anp ml ghtno (o)
vaut - ", o (é Z?igl ®itm0(¢p)). Un argument de division euclidienne dans les
entiers permet alors de conclure en disant qu’en fait il y a convergence de la suite
(L3025 @F(¢)), o vers @ dans U

De plus la propriété (i) et le lemme 4.3.3 nous permettent d’affirmer que @ est dans

V. =

4.3.2 Vérification des hypotheses pour ZS

Nous allons montrer que 1’opérateur LNS défini par éﬁs vérifie les hypotheses du
théoréme de Ionescu-Tulcea et Marinescu. Le “petit” espace sera (C,‘;(F), | 1]5) et le
“gros” sera (C°(F), || |lco)-

Vérification de (i) : On prend (¢n)new une suite de fonctions de Cp(F'). On suppose
qu’elle converge vers ¢ dans (C°(F), || ||e) et qu'il existe C telle que pour tout n,
lonll; < C. On se fixe 6 > 0 et N tel que pour tout n > N on ait :

lon = @lloo <6

Si = et y sont deux points de F' et n un entier plus grand que N, alors

< 28+ |on(®) — ©(¥)al
< 28+ (C = [lenlleo)n(z,y)
< 264+ (C —||¢lloo + O)n(z, y)

lo(x) — ()]

Ceci montre bien que ¢ € C)(F) ainsi que ||¢l], < C.

Vérification de (ii) et (iv) : On prend ¢ € CJ(F) et on notera C,, = sup,, %.
On choisit aussi deux points distincts de F', z et y et n un entier. Par soucis de

simplification on ne notera pas Bg(z, C;) en fonction des cylindres d’ordre 1, mais
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simplement Bg(z), la valeur étant évidemment fonction aussi du cylindre. On trouve
donc :

—~n —~n 1 /
SnB ! SnB !
ILs (9)(x) — Ls ()y)] < — 57BN o (27) — 5B p(y)|
A
S z! €Anty (z)
y!' €Antn (y)
1
SnB i
< 5 2L ) — o)
S ! €Antp (z)
y' €Antn(y)
1 Sn(Bs) Sn(Bs)(z')—Sn(B !
+)\_n||<‘0||°° Z Sn(Bs)(¥) | gSn(Bs)(@)=Sa(Bs)(¥') _ 7|
S z/ € Antp (z)
y' €Antn (y)
CSO Sn(Bs)(z' 1!
< v Z e5nBs) )77(37:?/)
S z/ €Anty (z)
y' €Antn(y)

1 !
+ /\_n||90||oo E eSn(Bs)ly )‘eCB"(way) —1]
S

2/ € Antp (z)
y/ €Antn (y)

Le lemme 4.1.11 montre que N(z',y') & N(z,y) + 5 avec r"(a') le niéme temps de
retour du cylindre d’ordre n contenant z’ et . On a alors n(z',y') < Trn(m,) —zr e—1)(2, Y)
ou C est une constante universelle. De plus il existe une constante universelle C' telle
que |e“Bn@Y) — 1| < Cn(z,y)
Nous venons donc de voir que
—n —n Sn(Bs)(z')
@@L @0 < G Y ey

ﬂrn(wl)
2
s ! €Antyn () A

C ,
+n@ylelle | 7 D eFE ] (42

S y'e Anta(y)

Pour n = 1 et en majorant les deux séries par Mg l'inégalité (4.2) montre que
Ls(p) € Cy(F). Ceci prouve donc une partie de (ii). De plus I'inégalité (4.2) montre
qu’il existe deux constantes K et K', ne dépendant que de ¢ et A, telles que pour
toute fonction ¢ de CP(F') on ait

1Z5(2)lly < M [[plloe + (K Cp + K'l[¢]|o0)

ce qui montre bien que Lg est borné pour la norme || Il-

Pour montrer (iv) il faut faire encore quelques calculs. Par hypothése sur pg on
a V'égalité : X& = [ L3(Tr)dus = [ D pcant, (@) eSnBs)@) . Le lemme 4.2.2 et la
majoration de n nous assurent que :

>3 SEG, e

' €Antp(x)
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ou Cy est le cylindre d’ordre n qui contient z’, SJES)(sz) la valeur maximum de
Sn(Bg) sur ce cylindre et ou C est une constante universelle qui majore Cg n(z,y) >

S (Bs)(2")—Sn(Bs)(Cy)|. Ainsi les deux séries Y- e gn () eSn(Bs)(Cor) ot S e At (o) Sn(Bs)(@")
convergent et,

Z Ce a'y n( oyl Sn(Bs)(z')
C eSn(Bs)(z") z' € Anty (z) ' (z)
P o ® .
S

ﬁ?"n(z’) — - ,
'€ Antyn () A Z eS (Bs)(Car)
! €Anty ()

Il est clair que pour tout 2’ € Ant,(x), e5»(Bs)@) < eSn(Bs)(Cyr)
Puisque 7"(z') > n pour tout 2’ € Ant,(x), on aura Ce® % < 1 pour tout

r' € Ant,(z) si n est suffisament grand. Fixons un ng tel que C e® /\2— < 1, notons

Sn Bs)(z'
Y O eI

déf = '€ Antn (x)
3 5o (Bs)(Car)

a(z) =
z' € Antpg (z)

et b=C M™ + 1. Si on pose a Y sup,cp a(z), alors ¢ < 1, et on aura :

L5 () (@) — Ls () (®)] < aCyn(z,y) + (b= Dlplloon(z, v)-

Cette derniére inégalité est vraie pour tout couple (x,y) et donc pour tout ¢ € C’S (F)
ona:

1£5° (@)l < allelly + blllloo-

Vérification de (iii) : Nous allons d’abord démontrer que sup, o ||£%(1x)]ls < 0.
On prend un z dans F'; pour tout y de F, les lemmes 4.2.1, 4.2.2 et la continuité et
majoration de n assurent qu’il existe C constante universelle telle que :

'€ Anty () y' € Anty, (y) ' € Anty, (x)

En particulier L&(1r)(x) < ¢ [ L&(1p)(y)dps(y), ce qui prouve que | L2(15)[| < € < oo,
et donc sup,c ||L%(1p)]|00 < 00.
Si o € CY(F) et [|¢]loo < 1, alors pour tout entier n on a :

1£5(0)lo0 < [1£5(1r)]loo
et donc (i77) est prouvé.

Vérification de (v) : C’est une utilisation simple du théoréme d’Ascoli.
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4.3.3 Conséquences du théoreme

Dans toute cette section, on se fixe une mesure de Gibbs , ug, associée au potentiel
Bs.

Décomposition de ’opérateur

Le théoreme de Ionescu-Tulcea et Marinescu montre que L£g n’a qu’un nombre
fini de valeurs propres de module 1. Nous pouvons préciser ce résultat.

Proposition 4.3.5 Il existe une fonction h € CS(F) strictement positive de jig-
intégrale égale a 1 et telle que Ls(h) = Ag h.

Démonstration : Le lemme 4.3.4 montre qu'il existe une fonction h € Cp(F) telle

que limy,_, o ||+ "o LA (M) — bl = 0. Tl est clair que £g(h) = h. Reste

a voir que h est strictement positive et d’intégrale égale a 1. Si & € IN on a

Pégalité 5 [ L%(Ip)dus = 1; d’autre part Phypothese (iii) du théoréme montre
S

que Sup, e |1 £%(15)||s < €€ < o0, et nous pouvons utiliser le théoréme de conver-
gence dominée de Lebesgue pour justifier I'existence de [ hdug et avoir 'égalité
J hdus = 1. Si maintenant on suppose que h(zy) = 0 alors Lg(h)(zo) = 0 ce qui
entraine que h(z') = 0 pour tout =’ € Ant(zy). Par récurrence on obtient que pour
tout n € IN et pour tout z’' € Ant,(z), h(z') = 0. Le mélange de f montre que
Unen Ant, (o) est dense dans F' et comme h y est nulle et est continue, A = 0.
Ceci est en contradiction avec la condition [hdug=1. =

Propriété supplémentaire de la mesure de Gibbs

Nous allons prouver que us ne charge pas les points qui sont dans plusieurs
cylindres du méme ordre. Cela permettra en particulier de considérer que pour la
mesure les cylindres forment une partition de F; ou de F' puisque nous savons que
is ne charge pas H.

Proposition 4.3.6 pus ne charge ni OF ni Ant,(0OF) pour tout n € IN.

Démonstration : Nous allons dans un premier temps montrer que pour tout n € IN*,

la mesure de I’ensemble D;, ) Ant, (OF) Nint(F') est nulle. L’ensemble Ant, (0F)
est constitué des bords des cylindres d’ordres n, et donc D, est I'intersection des
bords des cylindres d’ordre n avec l'intérieur de la feuille F'.

Supposons que pg charge cet ensemble. Comme D; C int(F), les antécédents
de D; sont les bords des cylindres d’ordre n 4+ 1 qui sont dans l'intérieur de F' et
qui ne sont pas des bords de cylindres d’ordre n. Par récurrence on montre que les
antécédents d’ordre k, ou k € IN*, forment un ensemble inclus dans les bords des
cylindres d’ordre k£ + n qui sont dans l'intérieur de F' et qui ne sont pas des bords
de cylindres d’ordre k + n — 1. Il apparait donc que la famille des (Antg(D5))gen-
est une famille d’ensembles disjoints de points de F.
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Nous allons montrer maintenant que pour tout k, la mesure de Anty(Dy) est controlée
par la mesure de D2. On se fixe § > 0, et on considere 'ensemble D? des points de
Dy qui sont a une distance strictement supérieure a 6 de OF'. On considere alors une
fonction plateau, s, continue, positive, majorée par 1, valant 1 sur D et nulle sur
OF. Comme ¢4 est nulle sur le bord, on peut construire une fonction globalement
continue sur F, 15, telle que @50 gk = 1)5. On utilise alors la propriété d’invariance
de pug par ES, ce qui s’écrit :

[ s = [ B dus = [ o0 Bt dus

Si on fait décroitre la fonction ¢; vers la fonction Ip; on trouve en utilisant le
théoreme de convergence monotone de Lebesgue :

ps(Antn(D8)) = [ og.£5(1r) dps

ce qui permet d’avoir
s (Anty (D2)) = / Lps £5(11) dus

en faisant décroitre ¢ vers 0 (on utilise encore la convergence monotone).

Nous allons montrer que pg(D;) = 0. Notons D Y Ugen- Ante(Dy,). comme ce
sont des ensembles deux a deux disjoints nous pouvons écrire :

us(DF) =3 5 [ Nop )41 @)

Par positivité de I'opérateur on peut inverser la somme et 'opérateur intégrale, ce
qui donne finalement :

+00

L
is(DF) = [ Tog@) 3 35 LA(1) @)ds.
k=1
m—1 1
k=1 Xk
une fonction strictement positive. Par conséquent il existe § > 0 tel que si m est
suffisament grand alors Z;”:_ll 37 LE5(TF) > mé. On en déduit que :
S

Nous avons vu que ~ > LE(1r) converge uniformément vers h sur F et h est
m

avec comme contrainte pug(D°) < 1. Nécessairement on doit avoir ug(D;) = 0.
Prouvons maintenant que la mesure du bord de F' est nulle. On choisit un point de
int(F) qui est dans F,,. On construit un petit ouvert autour du point qui reste dans
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I’intérieur de F'. Par mélange de ’application f, il existe un cylindre dont I’ordre sera
noté n inclus dans ’ouvert. On notera ce cylindre C,,. Prenons une fonction plateau,
continue, positive, majorée par 1, et valant 1 sur le bord de C,,, 0C,,. Notons la ¢.
L’invariance de pug donne :

/sodus = /E’é(eo) dps

= [ X ) dus(a). (4.4)

yEAnty ()

Si on fait décroitre ¢ vers la fonction Is¢,, le théoreme de convergence monotone
donne encore :

5(0C,) = / (@) Tpp(2) dpss (z)

oll 1 est une fonction positive et minorée sur OF par e »Bs)¥:Cv) et ol y est la
préimage dans C, de point x de OF. Le terme de gauche du (4.4) est nul puisque
0C,, C D;, ce qui montre que

ps(0F) =

et acheve la démonstration. —
Corollaire 4.3.7 La mesure us ne charge pas les points de G.

Démonstration : G est un sous-ensemble de | J,, . Ant,(OF'), avec comme convention
Anty(0F) = OF. De plus pour tout n on a

Ant,(0F) c Dy | JoF
ce qui montre que pgs(G) = 0. =

Mesure quasi-Gibbs invariante

Nous considérerons désormais, que modulo n’importe quelle mesure de Gibbs ug,
les cylindres forment une partition de F', et nous ne serons plus obligés de préciser
le cylindre pris en compte lorsque nous voudrons estimer B en un point. Nous allons
d’abord étendre le domaine de définition de I'opérateur Lg, puis montrer un lemme
qui justifie son introduction et son étude. Ensuite nous donnerons la définition des
mesures quasi-Gibbs invariantes.

Proposition 4.3.8 L’opérateur Ls peut étre étendu en un opérateur continu sur
L'(us).

Démonstration : Lg est opérateur continu de (C°(F),| |lw) dans lui-méme. De
plus la mesure pug charge tous les ouverts de F', puisqu’elle charge tous les cy-
lindres. || ||11(,¢) est donc une norme sur C°(F'). Nous allons montrer que Lg définit
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également un opérateur continu de (C°(F), || ||11(4s)) dans lui-méme. Si ¢ et ¢ sont
deux fonctions continues, on a

[125@) - £stwllaus < [1 S S0 60) — () dus

yeAnt(z)
< D P g(y) — ()| dps

yeAnt(z)
< [ £s(16-w) dus
< Asllo =9l (4.5)

L’inégalité (4.5) entraine

1£5(0) = LsW)[ler < As [lo — ¥l

ce qui indique que Lg définit un opérateur continu de (C°(F), || ||11(us))- Par conti-
nuité de I'opérateur et densité des fonctions continues dans L'(ug), nous pouvons
étendre 'opérateur Lg a L'(ug) tout entier. —

Remarque : Pour toute fonction intégrable ¢, on a

/ZS(¢) dﬂs=/¢dus-

C’est effectivement vrai pour toute fonction continue. La densite de C°(F) dans
L'(pus) et la continuité de L£g montrent que c’est encore vrai pour toute fonction
intégrable.

Lemme 4.3.9 Soit ¢ € L'(ug). Alors Es(go) = © g — p.p. si et seulement si la
mesure mg définie par dmgs = @ dus est gp-invariante.

Démonstration : On remarque en premier lieu que pour toute fonction 9 il y a
égalité entre fﬁg(w o gr)dus et fwdug, puisque les points qui posent probleme
sont, soit ceux de G, soit ceux de H 1 ces deux ensembles étant de mesure nulle. Si

Ls(p) = ¢ us — p.p., nous voulons montrer que mg est invariante, c’est & dire que
pour tout ¢ € C°(F') [t o grdmg = [1)dms. Nous avons en fait :

[voswans 2 [vogepdus
= /Zs(i/) O gr 90) dus
— [ v Es(e) dus

= /wdms
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Réciproquement si mg est gp-invariante et si @ est une fonction continue on a la

suite d’égalités suivante :
&
[vedus < [vns

= /¢ngdms

= /waFsodus

= /Es(¢<>gp<p)dus
soit /dﬂpdus = /¢£~s(<p)dus

Cette derniere égalité devant étre vérifiée pour toute fonction ¢ continue, on a bien
Ls(p) = ¢ ps — p-p.. =

Une application directe du lemme 4.3.9 est la définition des mesures quasi-Gibbs
invariantes.

Définition 4.3.10 Soit h € C’S(F), variante par ES. La mesure gp-invariante ,

p - dé , - - . . .,
ms, définie par dmg ) hdus sera appelée mesure quasi-Gibbs invariante associée
au potentiel Bg .

4.4 Propriétés ergodiques des mesures quasi-Gibbs
invariantes

Dans cette partie nous nous proposons de démontrer que les mesures quasi-Gibbs
sont ergodiques ; nous montrerons alors que cela entraine I'unicité d’une telle mesure
quasi-Gibbs invariante. Dans un premier temps nous allons établir des théorémes
de martingales pour les mesure de Gibbs ug, puis nous en tirerons des propriétés
importantes pour les mesures de Gibbs, et enfin nous prouverons l'unicité de la
mesure de Gibbs et de la mesure quasi-Gibbs invariante.

4.4.1 Un théoréme des martingales

Dans toute cette section, g désigne une mesure de Gibbs associée au potentiel
Bs.
Les théoremes de dérivation des intégrales de fonctions mesurables tels que

1
limi/ fd
e—0 ,u,(B(.’E,E)) B(z,e) 8

ne sont valables que si les ouverts ont une forme relativement sympathique. Nous
allons établir des théoremes analogues, valables pour la tribu engendrée par les
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cylindres de tous ordres. Le principal probleme est un probleme de recouvrement
par les boréliens générateurs de la tribu. Nous savons que les cylindres d’un méme
ordre forment une partition de F' au sens de la mesure, et dans le lemme qui suit
nous allons utiliser cette propriété pour avoir un lemme de recouvrement minimum
type lemme de Besicovitch.

Lemme 4.4.1 Soit C un ensemble quelconque de cylindres de tous ordres. On peut
trouver un sous-ensemble C' C C de cylindres tels que :

Uc: Uc': |_|c'

ceC cec! cec’
la réunion disjointe s’entendant au sens de la mesure pg.

Démonstration : Soit x € F\ (H |JG) tel qu’il existe ¢ € C contenant z. On considere

I’ensemble des entiers N(x) Y {k € IN tel que 3¢ € C d’ordre k,z € c}. N(z) est
une partie non vide de IN et admet a ce titre un plus petit élément qu’on notera
k(x). Nous introduisons maintenant deux nouveaux ensembles de cylindres.
Onnote C; = {c€ C tel que V' € C,enNd # ) = ¢ C c}. Celasignifie que C; est le
sous-ensemble des plus grands cylindres de C (au sens de l'inclusion). On considere
aussi ’ensemble C; = {c € C,cd’ordre k, tel que Vz € ¢\ G, k = k(x)}. C,
représente les cylindres avec de plus petit ordre dans C. Les propriété markoviennes
de R montrent que C; = Cy. Nous allons montrer que C; vérifie les propriétés de C'.
Siz € ecceta ¢ (HUG), par définition de k(z), il existe un cylindre ¢’ dans
C tel que ¢ soit d’ordre k(x). Comme les cylindres forment une famille croissante
de partitions de F' (en fonction de leur ordre) au sens de la mesure pg, et  n’étant
pas dans G, pour tout y dans c, k(y) = k(x) et donc ¢ € C; = C;. Ainsi [J,.c =
Uesec, ¢ #s-p-p.. La définition de C; montre que tous ces cylindres sont disjoints au
sens de la mesure, puisqu’ils ne peuvent s’intersecter qu’en des points de G, qui est
de mesure nulle. Le lemme est donc prouvé. —

Nous venons de voir que si nous avons une réunion quelconque de cylindres, on
peut en extraire une sous-famille minimale vis a vis du cardinal, mais qui recouvre
exactement les méme ensemble de points de F' a un ensemble de pg-mesure nulle.
Ceci étant la premiere étape pour dériver des primitives, nous allons maintenant
présenter lesdites “primitives”.

Définition 4.4.2 Soit ¢ € L'(us). On définit pour k € IN* un fonction par :

1

)= TGN

cette fonction étant définie pour tout x dans Foo \ G (qui est de pg-mesure pleine).
De plus si ¢ est supposée positive on définit :

¢" = sup ¢y.
kEN*
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Nous allons maintenant voir un lemme maximal.

Lemme 4.4.3 Soit s € RY. soit ¢ € L' (us) positive. Alors

ps(9™ > s) < é/(bdus-

Démonstration : Soit A = {x € F tel que ¢*(x) > s}. Quitte & U'intersecter avec
F,\ G on suppose que A C F, \G. Si z est dans A, il existe un cylindre Cy, d’ordre
Ventier k,, tel que ¢, (z) > s, ce qui s’écrit aussi ka ¢ dus > s pus(Cy, ). Notons
alors C = {Cy,, x € A}. On trouve un C’ comme le lemme 4.4.1 nous I'indique. Ceci
permet d’avoir :

pst) < Y nlé) < 53 [odus < [ odus

e cec' Ve

puisque les cylindres de C' sont disjoints. —
Voici la proposition principale de cette partie :

Proposition 4.4.4 Si ¢ € L'(us) alors ¢ —> ¢ us-presque partout quand k —
+00.

Démonstration : Le résultat est vrai si ¢ est continue. Nous allons montrer que
I’ensemble L des fonctions de L'(us) ayant cette propriété est un fermé de L' ().
Le résultat sera alors acquis, puisque L est un fermé qui contient une partie dense
de Ll (,ug)

Soit (¢™)new une suite de fonctions dans L!(ug) telle que pour tout n, la suite de
fonctions (4} )rew converge ug-presque partout vers ¢™ quand k tend vers l'infini.
on suppose en outre que (¢") converge dans L' (us) vers ¢. On va montrer que ()
converge presque partout vers ¢. Il va falloir majorer |¢g(z) — ¢(x)| ce qui se fait
par le découpage suivant

0k(2) = (@) < ¢e(x) — ¢k ()] + [ (x) — ¢"(z)] + |¢"(2) — d(z)]. (4.6)

Il faut donc trouver trois types différents de majorations. Chaque majoration ayant
lieu presque partout il faut donc définir trois ensembles de points “sympathiques”.
Pour chaque entier n on appelle E2 = {z € F tel que ¢}(z) — ¢™(z)}. Alors

k—+4o0
ps(E2) =1 pour tout n. Ainsi E? « 2 E2 est de mesure pleine.
(¢™)ne converge dans L!(ug) vers ¢. Quitte & en prendre une sous-suite on peut
supposer qu’en fait c’est la suite entieére qui converge presque partout vers ¢. On
note E3 cet ensemble de points ot la suite converge. On a encore ug(E®) = 1.
Fixons nous un entier n, et posons h,, “ |¢™ — @] ; hy, est une fonction positive, et on
peut définir A . De plus si pour z dans F' et ¢ réel positif on a |¢}(z) —dx(z)| >t >0
pour un certain k, alors k() > |¢F(z) — ¢x(z)| >t > 0. On obtient donc :

us({z € F,3k € N|g3(2) — 6e()] > ¢ > 0}) < ps({z € F, h(z) > ¢ > 0}).
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Le lemme 4.4.3 prouve que cette mesure est majorée par %f |¢p" — ¢| dus.

On se fixe un m € IN. On peut trouver un entier n(m) tel que pour tout n > n(m)
[ hndps < 1/2™. Quitte a changer la suite (n(m)),, on la suppose strictement
croissante. On note B, = {z € f,supyep |67 () — ¢p(z)| > -—}. Si z est un point

de F qui n’est pas dans E}, alors pour tout k£ dans IN, |¢Z(m) () — ¢p(x)|] < 1/3m.
Il nous faut donc montrer que E}, est petit. Il est clair que

Bl C {r€ f,3k € N|§{™(x) = 6u(a)| > 5 > 0}

Nous avons alors une majoration de ps(Ep,) par 3m/2™. Comme Y 1% 3% < 400
le théoreme de Borel-Vitali montre que presque tout point de F' n’appartient qu’a
un nombre fini de E}. On note E' 'ensemble de pg-mesure pleine des points n’ap-

partenant qu’a un nombre fini d’ensemble E .

Posons E Y E'NE?NE?. E est de mesure pleine. Fixons z dans E et un réel § > 0.
— x € E® et donc il exite un N tel que pour tout n > N, [¢"(z) — ¢(z)| < 6/3.
— x € E', et donc il existe un plus grand entier m, tel que z € Erlnﬁ On choisit
un m > m, tel que 1/m < § et n(m) > N. On a alors pour tout £ € IN,
61" (2) = dx(a)| < 1/3m < 5/3.
~ z € E? et donc € E ), ce qui entraine l'existence d’'un entier k(z) tel que
pour tout k > k(z), |¢r™ (z) — ¢n™) (z)| < 6/3.
Pour tout £ > k(z) on a :

6r(2) — $(@)] < |pr(x) — 64 ™ (@)] + [§p 7™ (x) — "™ ()| + 6" (2) — p(x)| < 6

Il y a convergence ponctuelle de (¢p(x))rew vers ¢(x), et ce pour tout z € F,
ensemble de mesure pleine. Cela prouve donc que I’ensemble des fonctions de L!(us)
telles que ¢ — ¢ us-presque partout est un fermé pour la topologie de L!(us). Ce
fermé contient toutes les fonctions continues, qui sont denses dans L'(ug) et donc
c’est L'(us) tout entier. —

Lemme 4.4.5 Si A est un borélien de F', alors pour s presque tout T :

i Ps(ANCk(2))
katoo ps(Cr())

= ][A(.Q?)

ot Ci(x) est un (le) cylindre d’ordre k qui contient x.

Démonstration : il suffit d’appliquer la proposition 4.4.4 a ¢ = T 4. —

4.4.2 Les mesures de Gibbs sont exactes.

Le but de cette partie est de montrer que toute mesure de Gibbs, ug, est exacte.
Dans un premier temps nous voyons qu'une mesure de Gibbs n’est pas atomique.
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Lemme 4.4.6 Soit us une mesure de Gibbs associée au potentiel Bg. Elle n’est pas
atomique.

Démonstration : Nous allons raisonner par I’absurde. Si au contraire il existe un x
tel que ps({z}) > 0. On sait déja que = ¢ (H;|JG). De plus us est une mesure
conforme de Jacobien A\ge™5s. Par conséquent pour tout z' € Ant(z),

ps({a'}) = 1 s {a}).

-Premier cas. Le point x n’est pas périodique. Nous montrons alors que les
ensembles (Ant,(z))nen sont deux a deux disjoints. Supposons qu’il existe n et
m tels que Ant,(z) N Ant,,(z) # 0, et prenons z' € Ant,(z) N Ant,,(x). Alors
gr(z") = gP(2') = z, et si on suppose par exemple que n < m, on doit avoir
g7 " (x) = z, ce qui signifie que z est périodique, et donc contredit I’hypothese. Ainsi
ps(Ant, (z)) = L%(1)(z)ps({x}). Le lemme 4.3.4 prouve alors que pg({z}) = 0 si-
non ug ne serait pas une mesure de probabilité.

Comme notre hypothése est pus({z}) > 0 cela montre x est nécessairement
périodique, et d’'une maniere plus générale, que tout point qui charge la mesure
doit étre périodique.

—Deuxiéme cas : z est périodique. Notons n sa période. Alors x € Ant, (). Tous les
points de Ant, (x) chargent la mesure et ils sont donc périodiques. Si 2’ est I'un d’eux
et si n’ est sa période, alors il existe un multiple de n’ noté m qui est strictement
plus grand que n. Ainsi 2’ = g@(z') = g7 "(x) et donc 2’ appartient & I'orbite de
x. Ceci étant vrai pour tout =’ € Ant,(z), Uorbite de z ne peut étre finie condition
sine qua non pour que x soit périodique. Ce cas est également impossible.
Conclusion, pgs ne peut pas étre atomique. —

Définition 4.4.7 Pour n € IN on note T, la sous-tribu des boréliens tels que si
Ee€T, etsizeFE alors :
Anty(gy(2)) C E.

Si x est un point de Ant,(y) on appellera frére d’ordre n de x tous les éléments de
Ant,(y).

a tribu est telle que si un point a une certaine propriété vis a vis de la mesure
La tribu 7, est tell t t t del
is, tout ses freres d’ordre n auront une propriété similaire.

Lemme 4.4.8 Soit n € IN. Soit E€7T,. Six € E\ H et si

i #5(ENCil@)
k=too ps(Cr())

=1,

ot Cy(x) désigne le cylindre d’ordre k qui contient z, alors pour tous les fréres
d’ordre n, y, de x on a :

lim ps(E N Cy(y))

k—too  f15(Cr(y)) =1
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Démonstration : Choisissons y un frere de z. Notons J le jacobien de ug qui vaut
Ase7Ps. 11 y a un homéomorphisme naturelle entre C,(z) et Cy(y). Cela induit
un homéomorphisme ¢ entre Cy(x) et Ci(y) pour tout k& > n. Comme E € 7T,

¢(E N Ck(z)) = ENCy(y). L'invariance de pg par Popérateur ENE montre que :

De méme :
= [ el
PRI Jow THo)

Par ailleurs S,(Bs) est continue et & variation uniformément bornée sur chaque
cylindre d’ordre £ > n. On note V; un majorant de sa variation sur les cylindres
d’ordre k. Il est clair que V;, — 0 quand £ — +o00. On trouve alors

T4 (1)

/,Ls(E N Ck (y)) _ /J;‘ﬂck(w) Jk (¢(t)) dlus
1s(Cr(y)) JH(t)
/cm) TH() M

Ce qui entraine que

us(EOCy(@) 4y ps(ENCe(w)
wsC) ¢ S usGaly) S

Si k — +00 on trouve le résultat souhaité. —
Voici le résultat important de cette section.

Proposition 4.4.9 La mesure de Gibbs us est exacte, c’est a dire que NpewTn =
{0, F'} pour la mesure pgs.

Démonstration : Soit E un borélien de T, w“ NpenTn- Quitte & restreindre F on
suppose que E N H = (. On suppose aussi que pg(E) > 0. Par le lemme 4.4.5 il
existe un point z de E tel que limg_, % = Ig(x) = 1. Fixons § > 0. Il
existe k; tel que pour tout k£ > k on ait ps(E N Ck(z)) > (1 — 0)us(Ck(x)).

E est un borélien de 7, et comme dans le lemme 4.4.8 on arrivera a :

ps(E N Cy(y))
1s(Cr(y))

pour tout k£ > ki et pour tout y frere d’ordre k; de z. En particulier pour & = k;
c’est vrai. De plus (Vi) est uniformément bornée par une constante universelle C
comme le montre le lemme 4.2.2. Si nous sommons cette minoration sur tous les

> (1—§)e "
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fréres d’ordre k; de x, compte tenu de ce que les cylindres d’un ordre fixé forment
—pour ps— une partition on trouve :

ps(B)= Y ps(ENCyly) > (1—-0)eC

k
yeAnti, (95 (2))

Nous venons donc d’établir que

Si E est un borélien de T, de mesure strictement positive, alors ug(E) > (1—§)e €.
Le lemme 4.4.6 indique que pg n’est pas atomique, et donc nécessairement pg(E) =
1. -

4.4.3 Ergodicité et unicité de la mesure quasi-Gibbs inva-
riante

Nous allons montrer dans cette partie que toute mesure quasi-Gibbs, mg, est
mélangeante. Elle sera alors automatiquement ergodique. Ensuite nous utiliserons
cette propriété d’ergodicité pour prouver I'unicité de la mesure de Gibbs associée au
potentiel Bg ainsi que I'unicité de la mesure quasi-Gibbs invariante.

Proposition 4.4.10 Toute mesure quasi-Gibbs invariante, mg, est mélangeante et
donc ergodique.

Démonstration : Soient ¢ et 1 deux fonctions continues d’intégrales nulles. Pour
montrer le mélange de mg il suffit de montrer que

lim /¢1/} ogpdmg = 0.
n—-+00

Mais [ ¢.poghdmg = [IE[p.1pogh|T,] dmg, cette dernitre intégrale étant elle-méme
égale & [ IE[@|T,].1 o g dmg par définition de I'espérance conditionnelle. La mesure
mg est équivalente & la mesure de Gibbs ug, et donc la tribu 7, décroit vers la tribu
triviale. Par ailleurs

IE[S[Ta]-9 0 gl < [[¥lloo 1lloo-

Le théoreme de convergence dominée prouve que :

lim /qﬁw ogpdmg =10
n—-+00

et donc mg est mélangeante. —

L’ergodicité d’une mesure invariante est équivalente au fait que la mesure est une
mesure extrémale dans le compact convexe des mesures de probabilité invariantes.
C’est cette idée que nous allons utiliser pour prouver le résultat suivant.

Proposition 4.4.11 Le systéme (F, gr) admet une unique mesure de Gibbs associée
au potentiel Bs, et une unique mesure quasi-Gibbs invariante.
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Démonstration : Nous démontrerons d’abord 'unicité de la mesure de Gibbs. Avant
tout rappelons que le théoreme de Ionescu-Tulcea et Marinescu oblige 'opérateur
Ls a n’avoir qu’une seule valeur propre réelle strictement positive et de plus grand
module, c’est a dire Ag. Une autre mesure de Gibbs, c’est a dire un autre vecteur
propre de L% aura nécessairement la méme valeur propre \g, du fait que toute valeur

propre de L est la valeur propre réelle dominante de L£g. Supposons donc que fig
est un autre vecteur propre de L% associé a Ag. Fixons nous t € [0, 1] et notons

ks Yt s + (1 —t) is. Notons ensuite mk la mesure définie par dmk = hduk.

L’étude faite auparavant montre que mk est mélangeante donc ergodique et que
pour tout ¢ :
ms =tmg + (1 —t)m%

ce qui oblige ces trois mesures a n’en étre en fait qu’une seule et donc jig a étre égale
a pus. Il n’y a qu’une seule mesure de Gibbs.
Montrons maintenant ’unicité de la mesure quasi-Gibbs invariante. Nous venons de
voir 'unicité de la mesure de Gibbs. Toute mesure quasi-Gibbs est donc équivalente
a ps. Le probleme revient donc a prouver I'unicité du vecteur propre associé a la
valeur propre \g pour lopérateur Lg dans L'(us). Si h est une fonction de L'(us)
telle que : B B

Ls(h) =Ash
on note h' la fonction définie par h* = th + (1—1t) iNz, ou t est un parametre a valeurs
dans [0,1]; h et h sont toutes les deux dans I’espace propre associé a la valeur propre
Mg de lopérateur linéaire Lg, et donc h' vérifie également :

Ls(h") = Ag I

La mesure m! définie par dm’ = h'dus est une mesure gp-invariante équivalente a
la mesure de Gibbs ug, et I'étude précédente montre qu’elle est ergodique. De plus
pour tout ¢ € [0, 1]

m' = (1—t)mg + tm'

ce qui n’est possible que si mg = m?!, égalité ayant lieu pg-presque partout , c’est
a dire h = h pg p.p.. L'unicité du vecteur propre associé a la valeur propre \g de
lopérateur Lg dans L'(ug) est acquise, et donc il existe une et une seule mesure
quasi-Gibbs invariante. —

4.5 FEtats d’équilibre

4.5.1 Présentation du formalisme thermodynamique

Nous allons définir, comme dans le cas de ’Axiom-A, la notion de pression. Ce-
pendant nous ne pouvons pas définir facilement les notions d’entropie et de pression
topologiques, puisque la transformation gz n’est pas continue, mais seulement conti-
nue par “blocs”. De plus les points des ensembles H et G peuvent poser probleme. En
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fait, nous verrons en annexe, que ’ensemble G est forcément négligeable pour toute
mesure borélienne de probabilité gp-invariante. par ailleurs ’ensemble H est gp-
invariant, et est donc pour toute mesure borélienne de probabilité gz-invariante et er-
godique, soit négligeable, soit total. Toute mesure invariante pouvant se décomposer
en mesures ergodiques (et extrémales), on peut donc ne s’intéresser qu’aux mesures
qui ne chargent pas H.

Définition 4.5.1 On appellera M’ Uensemble des mesures de probabilité, ergo-
diques, gr-invariantes, et ne chargeant pas [’ensemble H des points qui ne reviennent
pas une infinité de fois dans R par itération de f.

Définition 4.5.2 Si m est une mesure dans M’y on note P,,(Bs) le réel h,,(gr) +
fBS dm, et on l’appelle pression métrique de la mesure m pour le potentiel Bs du
systéme (F, gp).

On appelle alors pression du systéme pour le potentiel Bg, et on le note P(Bs),
Uélément de IR défini par :

P(Bs) = sup Pn(Bs).

meM’y

St une mesure réalise ce mazximum elle sera appelée état d’équilibre du systéme pour
le potentiel Bg.

4.5.2 Existence et unicité de I’état d’équilibre

Dans cette partie nous allons montrer le théoreme suivant :

Théoréme 4.5.3 Pour toute fonction héldérienne A définie sur Q, il existe un et
un seul état d’équilibre du systéme (F,gr) pour le potentiel Bg, et la mesure qui
réalise ’équilibre est l'unique mesure quasi-Gibbs invariante associée au potentiel.
La valeur de la pression du systeme pour le potentiel Bs est alors log Ag

En reprenant des idées qu’on trouvera dans [24], [10] et [3], on constate que la
démonstration de ce théoreme repose sur le lemme clef suivant.

Lemme 4.5.4 1] existe une constante universelle C telle que pour tout n € IN, pour
tout cylindre d’ordre n, C,,, et pour tout x dans C, on ait :

1 mg (Cn)

— < <C.
o= C

%eSn(B’s)(w) -

Démonstration : Soit n un entier. Soit C,, un cylindre d’ordre n. Soit x un point
de C,. C, est un compact de F. Nous savons aussi que C,, est propre, c’est a dire
qu’il est égal & ’adhérence de son intérieur. Comme pg ne charge pas 0F et comme
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mg est équivalente a ugs la mg-mesure de 9C,, bord de C), est nulle. Ceci permet
d’écrire que :
ms(Cy) = mg(int(C,)) = sup /godmg
p=int(Cr)
ou ¢ < int(C,) signifie que ¢ est une fonction continue positive, nulle en dehors de
int(Cy), et majorée par 1. Prenons donc une telle fonction ¢. Nous avons la suite
d’égalités suivante

/‘Pdms Y /<P-hdus

1
= 5/ X ) h0) duste)
s yEAnt, ()
1
= 7 [ Ta®)e™ o) h(y) dus(z) (4.7)
s
h est une fonction continue et strictement positive sur le compact F'. Elle est donc
bornée et atteint ses bornes. Il existe alors une constante universelle C' telle que

1
—<h<C.

oSn=s

Par ailleurs la variation sur chaque cylindre de Bg est bornée par une constante

universelle ; I’égalité (4.7) donne alors

1 1 S (Bs)( ) / 1 Sn(B
- = o5 z) | <« d <C = Sn(Bs)(=)
G X ()\ge pdmg X /\ge

ce qui acheve la preuve du lemme 4.5.4. =

Nous pouvons démontrer le théoréme. La preuve se fait en deux étapes. D’abord
nous montrons que la pression métrique de la mesure mg est exactement log g,
puis nous montrons, que toute autre mesure dans M/, a une pression métrique
strictement plus petite que log Ag.

FEtape 1 : La partition en cylindre C (partition au sens de mg) est génératrice, c’est
a dire que /> gz"(C) est la partition en points notée £. Nous savons donc que
I'entropie métrique de la partition en cylindres, hn (gr,C), est égale & P’entropie
métrique A, (gr). Par ailleurs la partition en cylindre est croissante, c’est a dire

que
déf v

¢ =\ 97" (C) = g5 (C)
k=0

qui est la partition en cylindres d’ordre n — 1. Nous savons que

n—1
.1 -
hms(gFaC) = lim _Hm gr, \/ ng(C)] )
k=0

n—+oc N S
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ce qui entraine que :

n—+oo N

s (g1, C) = lim inf — / —logms (g (C))(x) dms(z).

L’encadrement du lemme 4.5.4 donne

“1ogC - [ Su(Bs)(@)dms(o) +loghs < - [ logms(g(€))(w) dms(a) < logC

_ %/SR(BS)(x) dmg(z) +1ogls  (4.8)

et I'inégalité (4.8) donne en passant a la limite en n

hmg (9r) + /BS(JJ) dmg(z) = log Ag

ce qui conclut la premiere étape.

FEtape 2 : On choisit une mesure p dans M’ qui n’est pas la mesure mg. On suppose
que P,(Bs) > log Ag. La famille C est une partition génératrice, car u(G U H) = 0,
et donc

n—+oo N nelN n

n—1
.1 _ e 1 “n
hu(gF) = lim —H, [ng \/ ng(C)] = inf —H, [QF,QF H(C)] .
k=0
Comme la pression de la mesure p est plus grande que log Ag on obtient

nloghs < H,[gr Co] + / S, (Bs)(x) du(x). (4.9)

Compte tenu de I'encadrement du lemme 4.5.4 nous avons pour tout point x qui
se trouve dans un atome de C, (c’est a dire pour tout point se trouvant dans un
cylindre d’ordre n — 1)

Sn(Bs)(x) —log u(Cn(x)) < C+nlogAs (4.10)

ol C est une constante universelle. En intégrant par rapport a p les deux inégalités
(4.10) et (4.9) (nous avons vu que (4.10) est vraie pour p-presque tout x), nous
obtenons pour tout n dans IN :

/ log #e@) du(z) > —C. (4.11)
ms(Cn(x))

Nous allons considérer deux cas.
—Premier cas. On suppose que la mesure j choisie est singuliére par rapport a
mg. Il existe un ensemble F tel que u(E) =1 et mg(FE) = 0. Quitte a restreindre cet
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ensemble on suppose que E C F,,. On choisit ensuite un compact K et un ouvert
U tels que K C E C U on se fixe un entier n et on note :

Ei={c,€C,, ca N K # 0}
Ey={c, €Cy, c, N K =0}

Par construction K est inclus dans la réunion (disjointe au sens des mesures) des
cylindres d’ordres n — 1, c’est a dire que K est inclus dans les atomes de C,,. Notons
&1 et & les points qui sont respectivement dans un des éléments de F; ou de Ej.
Par construction K est inclus dans &;. De plus si n est suffisament grand U contient
&1. Nous avons alors :

puisque p ne charge pas G.
Par concavité de la fonction z — —zlogz la majoration (4.12) devient

/—log Tm dp < —p(€1)log <ngféz)> — H(&)log (75:‘(52)) '
(4.13)

Les majorations (4.13) et (4.11) donnent finalement :
2
—C < p(U)logms (U) + u(K*) logms(K®) + .

Les mesures p et mg sont régulieres et donc :

infy mg(U) = mg(E) = 0
infy p(U) = wE) = 1
supg ms(K¢) = mg(K®) = 1;
supp p(K°¢) = p(K¢) = 0.

Ceci implique en particulier que —C < —o0 ce qui est impossible. Les deux mesures,
1 et mg, ne peuvent étre singulieres.
~Deuxieme cas. Les deux mesures ne sont pas étrangeres. Les mesures u et mg

sont deux mesures ergodiques non-singulieres, donc elles sont égales, ce qui est en
contradiction avec I'hypothese p # mg. Ainsi, ’hypothese P,(Bg) > log As entraine
que i = mg, et donc

sup Pu(Bs) = Py (Bs)

HEM,

et mg est 'unique mesure réalisant le maximum. Le théoréme est prouvé. —



Chapitre 5

Equivalence des mesures
conditionnelles

5.1 Du local au global. Le cas S > S

Nous allons voir dans cette partie que les mesures d’équilibre mg associées aux
potentiels Bgs pour le systéme (F, gr), sont liées a des mesures vérifiant une propriété
proche de la définition des mesures d’équilibre pour le systéme global (Q, f). Nous
allons montrer que 1’extension naturelle du systéme (F, gr, ms) est isomorphe & un
systeme (R, g, ms), celui-ci ayant comme extension inductive le systeme (9, f, nig)
pour une certaine mesure mg.

5.1.1 Extension naturelle du systéme (F,gp, mg)
Premieére caractérisation de I’extension naturelle

Lemme 5.1.1 [l existe une mesure g-invariante mg sur le rectangle R telle que
les deuz systémes (R, g, ms) et (F, gr, mg) vérifient les hypothéses de la proposition
3.1.1.

Démonstration : On remarque d’abord que si A est un borélien de R, la famille
(9" (75! (7p o g*”(A))))nEIN est décroissante, car pour tout entier n nous avons

g (mpH(mrog ™ (A) = ¢" (9 (5 (rrog7))) g "(A),

et la propriété markovienne de R entraine que g (75 (770 ¢g7")) (4) C 75" (7r(4)).
Nous cherchons & construire une mesure telle que 7p,mg = Mg, ce qui oblige &
avoir Mmg(m,'(A)) = mg(A) pour tout borélien de F.
On appelle alors bloc-entier de R tout borélien A tel que s’il n’est pas vide, et si
x € A, alors la feuille stable de R passant par x est dans A, c’est a dire

7 (mp(T)) C A.

61
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On appelle ensuite bloc de R, tout bloc entier de R privé des points de R qui ne
reviennent qu’'un nombre fini de fois dans R par itération de f~!. On notera R_,
I’ensemble des points de R qui reviennent un infinité de fois dans R par itération de
.

On définit alors une application mg par :

Fig(A) = ms (mr(A)) si A est un bloc
MW=\ mg (mr (g~™(A))) sin est le plus petit entier tel que g~"(A) soit un bloc.

Nous allons prouver que ’application 7mg définit une mesure de probabilité g-invariante
sur les boréliens de R_,, en utilisant le théoreme de Carathéodory.

FEtape 1. On note T Y {g"(B), n € IN, B bloc} et on va montrer que c¢’est une
algebre.
~R_o =7 (mp(R)) N R_y, et donc R_o, € T.
— Soit A € T tel que A s’écrit g"(B), ou B est un bloc. g est injective (mg-presque
partout) et surjective sur R_,, et donc R_,, \ A = ¢"(R_ \ B), ce qui prouve que
AceT.
— Si (Ag)o<k<m est une famille finie d’éléments de 7T, chacun s’écrivant ¢ (By), ou
les By, sont des blocs, alors, en posant n = sup{n.}, on a

ou B est un bloc.
Etape 2. On montre que les fermés intersectés avec R_,, sont dans la o-algebre
Q engendrée par 7. On se fixe donc un fermé B. Nous allons montrer que

BNR = ﬂ " (mp' (rrog (BN R_y))) -

nelN

Siz € BNR_,, alors pour tout entier n, g™ (z) € n5' (rpog ™"(BNR_y)) et donc z €
g" (73" (mF 0 g7"(B))). Réciproquement si pour tout n, z € g" (75 (mp 0 g "(BN R_))),
alors pour tout n il existe un point z,, de BNR_ tel que 7p(97"(z)) = mr(g™(xn))-
Par conséquent ¢g~"(x,,) € W*(g~"(z), R) pour tout n, ce qui montre que (d(z, z,)) <
e/A". La suite (z,)pen est une suite de points de BN R_,, qui converge vers z, et
donc z € B. De plus, pour tout entier n, g "(x) est défini, et donc x € BN R_.
Ceci montre bien que BN R_,, € Q.

Etape 3. Nous montrons que mg vérifie la propriété de limite séquentielle, c’est
a dire que si (A,)new est une suite décroissante d’éléments de 7 et si Npew A, = 0,
alors lim,,_, 1o, ms(A,) = 0.

Pour cela nous introduisons une sous-classe compacte (voir [18]). On appelle C
I’ensemble des éléments B de T tels que 7 (B) soit un compact de F' qui n’intersecte
qu’avec un nombre fini de cylindres d’ordre 1. Chaque cylindre étant compact, cela
entraine en particulier que pour tout cylindre d’ordre 1 C, et pour tout B € C,
7p(B) N C est compact.
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Il faut vérifier que ’ensemble C est une sous-classe compacte de S, qui a la
propriété d’approximation : pour tout B dans S

u(B) =sup{u(C), C C B, C € C}.

Vérifions d’abord que C est un sous-classe compacte. On choisit une suite (Cy,)nen
d’éléments de C telle que (0,5, Cn = 0. Ainsi, sur F, la suite (77(Cy))nen est une
suite de compacts, telle que (1,5, 7#(Cy) = 0. Pour tout N, ﬂﬁzo mp(Cp) est un
compact comme intersection de compacts, et le théoréme des fermés emboités prouve
que ()50 Tr(Cyr) ne peut étre vide si pour tout NN, ﬂﬁ:o 77 (Crn) # 0. L’hypothese
Nyoo 77 (Cn) = O prouve alors qu’il existe N tel que (o_,7#(Cn) = 0, et donc
ﬂnNzo C,, = 0. C est bien une classe compacte.

Il faut maintenant prouver que C a la propriété d’approximation. Si B est un
bloc de R, par définition de mg, mg(B) = mg(mp(B)). La mesure mg est réguliere,
et donc

mg(mr(B)) = sup{ms(C), C C mp(B), C compact}. (5.1)
La relation (4.22) prouve que
ms(B) = sup{ms(C), C C B, C € C},

mais on peut améliorer ce résultat : si n est un entier, et si € est fixé positif, par
croissance de la famille de partitions en cylindres, on peut trouver C' compact de F'
inclu dans 7g(B), tel que C n’intersecte qu’avec un nombre fini de cylindres d’ordre
n; chaque intersection est alors elle-méme compacte, et

m5(7rF(B) \C) < E.
Ceci montre que si n est un entier fixé,
T/T\Ls(B) = sup{fr\LS(C), C C B, Ce Cn},

ou C, désigne I'ensemble des éléments de C tels que 7z (C) soit un compact de F
qui n’intersecte qu’avec un nombre fini de cylindres d’ordre n. De plus, si C' € C,,
g }(C) est un élément de C. Si on prend B dans S, il existe un bloc B’ et un entier
n tels que B = ¢g"(B’). Le bloc B’ est approximable par les éléments de C,,1, et
donc B est approximable par des éléments de C. Ainsi

is(B) = sup{ims(C), C C B, C e C).

La proposition [-6-2 de [18] montre alors que mg vérifie la propriété de limite
séquentielle.

Etape /4. Les hypotheéses du théoreme de Carathéodory sont vérifies, et mg
s’étend en une mesure de probabilité sur Q. Cette o-algebre contient tous les fermés
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de R intersectés avec R, et donc tous les boréliens intersectés avec R_,. De plus
par construction mg est g-invariante sur 7, et donc sur Q. Quitte a compléter la
mesure ing, on peut supposer qu’elle est définie sur les boréliens, et ne charge que
R_.

Par construction de la mesure g pour tout borélien B de F, fiig(n"(B)) = ms(B).
D’autre part pour tout y dans F', on a bien

9 (nx'(v) C 75t (9r(¥)),

et si deux points z et y de R sont tels que pour tout entier n, np (¢~ "(z)) =
7r (97" (y)), la propriété de mélange de f montre que nécessairement x = y. Nous
pouvons appliquer la proposition 3.1.1, et en déduire que (R, g, mg) est isomorphe
a l'extension naturelle de (F, gr, mg). —

Seconde caractérisation de 1’extension naturelle

Nous commencons par preciser le potentiel. Comme pour le cas de la feuille les
cylindres de R (préimages par np de ceux de F') peuvent avoir un bord en commun.
La propriété de Markov de R montre que tout point ne peut étre dans plusieurs
cylindres a la fois qu’un nombre fini de fois le long de son orbite. Ceci prouve que
cet ensemble de points sera de mesure nulle pour toute mesure invariante. De méme
nous ne considérerons ici que des mesures invariantes ergodiques qui ne chargent
pas R\ Rw. Nous noterons alors Bg la fonction définie presque partout par

~

] r(z)—1
Bs(z)? 3" Ao f*(z) —r(2)S.
k=0

Ce potentiel est relié a Bg puisque nous avons le lemme suivant :

Lemme 5.1.2 Les deux applications Bsonp et gg sont cohomologues pour la trans-
formation g.

Démonstration : Pour y; et yo deux points de Ry tels que 7 (y1) = mr(y2) on définit

’application @ par @(yi, ys) Y Foe Ao fE(y) — Ao f¥(ym). Soit * € R;. On a
alors :
N r(z)—1
Bs(z) — Bsomp(r) = Ao fH(x) — Ao fFomp(x) — G(g o mr(z), gr(x))
= W(z,mr(r) —G(g(z), g0 mr(x)) — (g 0 Tr(2), gr (7))
= W(z,mp(z) —W(g9(2), gr(z))
= W(Id,7p)(z) — W(Id, r)(g(z))

Le lemme est alors démontré. —
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Dans la suite nous appellerons pression de la mesure v pour le potentiel gg la
quantité ’P,,(lig) “ h,(g) + fgs dv, oll v est v est une mesure g-invariante et
ergodique qui ne charge pas R\ R,. On appellera alors pression du systéme pour le
potentiel gg la valeur ’P(Big) Y sup, P, (Es) Toute mesure qui réalise ce maximum
sera appelée mesure d’équilibre pour le potentiel ES. Le lemme précédent admet
comme corollaire immédiat le résultat suivant :

Si v est une mesure g-invariante ergodique qui ne charge pas R\ R, alors Py(gg) =
P,(Bs omp).

On remarque que si v est une mesure de probabilité g-invariante ergodique sur R,

. d . i .
qui ne charge pas R\ Ry, alors la mesure v/ K TrsV est gp-invariante et ergodique

et ne charge pas H, et
/ngV = /Bgomrdu = /Bsdu’.

Les propriétés de ’extension naturelle permettent d’avoir le résultat suivant :

Théoréme 5.1.3 Le systéeme (R,g) admel une unique mesure d’équilibre pour le
potentiel Bg, qui est la mesure img.

Conséquences pour Lg

Le théoréme (5.1.3) caractérise de maniére unique la mesure mg. Ceci nous per-
met alors d’étudier I'invariance des objets introduits pour le systeme (F, gr) vis a
vis du choix de la feuille instable F'. En particulier si on se fixe deux feuilles instables
F! et F? on peut définir pour chacun des systemes (F*, ggi), 1 € {1,2}, les valeurs
propres Ag; et les fonctions propres h; pour les opérateurs Lg;, ainsi que les mesures
ps,i- La propriété de type Markov du rectangle R montre que si z € F' et si 2’ est
dans Ant(n,z) (pour gp1) alors le point 3’ Yo (2") est dans Ant(n,y) (pour gp2),

ol y Y o (z). De plus, nous avons ’égalité
Bsi(z) — Bsgompe(x) = W(x, mp2(x)) — &(gp (), mp2 0 gp1(2)),

ce qui, compte tenu de I'unicité pour chaque i de Ag;, pug; et h;, entraine que

(1) Asp=As2;
(2) hl ol(y) (:1:) = ew("rF2 (), 1 (w))hQ O M2 (x) X

(3) Triips2 = Hsa-

5.1.2 Un systéme induisant (R, g, mg)

Maintenant que nous avons identifié I’extension naturelle de (F,gr, mg) nous
allons montrer qu’on peut étendre ce systeme a {2 tout entier. Pour cela nous savons
qu’il suffit de vérifier que [ rdmg est borné.
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Lemme 5.1.4 Pour tout S > Sg, on a [ rdmg < +oo.

Démonstration : Par définition de Mg on a f rdmg = f r dmg. Comme la mesure mg
est équivalente a la mesure de Gibbs g, il suffit de prouver que f rdus < +o0o. La

mesure fg est invariante par L% et par positivité de I’application temps de premier
retour nous aurons : .
[rive= 1 [ exrn
s

“+00

Es(r)(:v):z Z BsW) | po kS

k=1 \yeAnt(kxx)

ou

pour pg-presque tout x. Si xy est un point ou Lg(r)(zo) est définie par la série
précédente, et si g € Fy, alors Lg(r)(z) peut étre vue comme la série dérivée de
Ls(Tg)(xo) dont le seuil de convergence est Ss < S. Ainsi Lg(r)(z9) < +00. La
surjectivité de gr et la condition de variations bornées de Bg sur chaque cylindre
montrent alors qu’il existe une constante Cg telle que :

/rd,ug < Cg

et le lemme est démontré. —
On notera mg la mesure f-invariante ergodique sur € telle que (€2, f,mg) induise
(R, g,mg). De simples calculs prouvent la proposition suivante :

Proposition 5.1.5 Pour tout S > Ss la pression de mgs pour le potentiel holdérien
A vérifie la relation :
log Ag

Puns(f, A) =5 + Tordms

5.2 Lecas S ="P4. Mesure de Gibbs pour le systeme
global

Nous savons qu’il existe une unique mesure d’équilibre associée au potentiel A
pour le systeme (€2, f). Cette mesure est 'unique mesure quasi-Gibbs f-invariante.
Nous allons reconnaitre la mesure d’équilibre y4 parmi les mesures mg. La propo-
sition 5.1.5 montre que pour tout S > Sg nous avons :

Pins(f, A) = S +1mg(R)log\s. (5.2)

Nous avons également vu que Sg < P4. Si on se fixe un S > P4 'équation (5.2)
montre que log Ag < 0, c’est a dire que As < 1. Nous en déduisons que si la mesure
pu? est une mesure rhg nécessairement S < P,4. En fait nous allons prouver que
pr = mp ., et comme Sg < Py il nous faut d’abord prouver que pp, existe et que

lip, peut s’étendre a € tout entier.
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5.2.1 Etude du cas S =Py

Existence de pp,

Comme nous 'avons vu dans le premier chapitre, I'unique condition d’existence
d’une mesure pg est la convergence pour tout z de F' de la série Lg(1r)(z). Nous
savons aussi qu’il suffit que cette somme existe pour un seul z, de F' pour qu’il y
ait convergence partout. Nous allons démontrer la proposition suivante :

Proposition 5.2.1 Il existe une constante C' telle que pour tout x dans F' on ait :

y€ Ant(x)
chaque Bp,(y) étant en fait un Bp,(y, Ci(y)).

Démonstration : Comme nous venons de le voir il suffit de le vérifier pour un z fixé.
On choisit donc x et on prend un S > P 4. Nous savons qu’il existe une constante
universelle (qui ne dépend que de ¢ et A) telle que pour tout y dans F' on ait :

Ls(Ip)(z) < e Ls(Tp)(y),
d’ou Ls(Ip)(x) < e [ Ls(Tp)(y) dus(y), et
Ls(Tp)(z) < e g < €.
D’autre part nous avons
+oo
Ls(1r)(z) = Z Z Gl

n=0 \yeAnt(n,z)

ce qui montre que l'application S — Lg(1r)(z) est décroissante , positive et majorée
sur (P4, +00). Elle admet donc une limite lorsque S tend vers P4, et donc

E’PA(][F)(-T) S ec.

Ceci acheve la preuve de la proposition. —

Existence de mp,

L’extension naturelle du systeme (F,ggr, mp,) est (R,g,mp,). Pour pouvoir
étendre cette mesure & Q tout entier nous devons estimer [ 7 dup,.

Proposition 5.2.2 [rdup, est majorée.
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Démonstration : Tout d’abord la positivité de ’application temps de retour montre

que pp ,-presque partout Lp , (7)(z) est défini par la série "7 <Zy€ Ant(nz) eB(y)) ne-
Par ailleurs la variation bornée de Bp, sur chaque cylindre montre qu’il suffit de
vérifier que Lp,(r)(z) < 400 en un point  pour avoir le résultat souhaité. On se
fixe donc un point x générique, tel que

nS

“+o00o

Lp,(r)(z) = Z Z eBW | pemPa,

n=0 \ yeAnt(n,x)

On choisit un y dans Ant(n,z). Le lemme A.1.1 donne deux familles d’ensembles
{&(f*(y)) brckzn €t {E(f*(y)) }o<k<n, chaque ensemble contenant une boule de
rayon € pour la topologie adaptée, et étant soit complétement en dehors de R,
soit complétement en dedans. De plus par le lemme A.1.2, il existe un entier N tel
que chaque £“(f*(y)) intersecte avec f~(intR) et chaque £*(f*(y)) intersecte avec
Y (intR). Par ailleurs, la propriété de type Markov des deux familles, {£*(f*(y)) }1<k<n
et {€“(f*(y)) bo<k<n, montre que s’il existe z dans £“(f*(y)) N f~'(intR), alors

FHE(f* () > W (f'(2), R),
et §'il existe z dans &°(f*(y)) N f'(intR), alors
FHEU* ) > W(f (), R).

Fixons k < n — 2N. Le lemme A.1.2 montre donc que £*(f*(y)) intersecte avec
F~N(intR). On choisit f~V(z%) € &“(f*(y)) N f~V (intR), et donc

FUE (M) > WH(2", R).

De plus, il existe un plus petit entier Ni, Ny < N tel que £°(f**¥+Nk (y)) intersecte
avec fNe(intR) (ici on utilise la décroissance de la famille {£*(f*(y))}1<k<n). On
choisit alors fNe(2%) € &5 (fFNVTNe(y)) N fNe(intR), et donc

FVEE (NN (y))) D WP(2%, R).
Posons
o = [N ([2%,2"]) = 2(n, y, k) ;

alors z,(y) € £"(y) = F et,
() f7(z(y)) € €(f'(y)) pour tout j < k;
(i) f**V(2k(y)) € R, [7*¥(21(y)) ¢ R pour tout k < j < N;
(iil) 7NV (2i () € E(f7FVHNe(y)) pour tout j < n— (N + Ny).

Lemme 5.2.3 Siz est dans Q, il n’y a qu’un nombre fini de points y dans Ant(n, z)
tels que z = z(n,y, k) pour un k. Ce nombre est uniformément majoré en x et n.
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Démonstration du lemme : Si z = z2(n,y,k) = z(n,y', k), f*(y) et f*(y') doivent
alors étre (¢, N + Ni)-séparés. On note E(g,2N) le plus grand cardinal de n’importe
quel réseau (e, 2N )-séparé maximal ; au plus E(e,2N) y différents ont donc le méme
z(n,y, k).

Le cas z = z(n,y, k) = z(n,y’, k') est impossible car si on suppose k < k', alors
TFN(2) est dans R et son orbite n’intersecte pas R pour les temps compris entre
k4 N+ 1 et n—1; par ailleurs on doit avoir f¥*V(z) € R. De méme, le cas
z = z(n,y, k) = z(n,y, k') est impossible. Finallement moins de E(e,2N) différents
points y peuvent avoir le méme z = z(n, y, k). —

Si z = 2(n,y, k), alors f/(2) et f/(y) sont proches pour 0 <i < ketn—k—N —
N < j < n. Cela prouve qu’il existe une constante universelle, C, telle que

SnAB) < o€ (Sn(AE) (5.3)

deés que z = z(n,y, k) pour un k < n — 2N. La construction du point z = z(n, y, k)

montre que ["(z) € R, et mrpo f*(z) = x. De plus, {p, 0 < p<n, fP(z € R)} est de

cardinal majoré par 2 + N, et minoré par 3. Ainsi, z appartient & U Ant;(x).
2<i<N+1

Notons Ant;(n, ), I’ensemble des points w de Ant;(n,z) tels que ¢&(w) = 7F o

f™(w) ; nous venons de montrer que

(n—2N) Z B < e Z Z eSiB)=), (5.4)

yEAnt(n,r) 2<i<N+1 ze Ant;(n,x)

ou C est une constante universelle qui prend en compte la majoration (5.3), la
majoration uniforme obtenue dans le lemme 5.2.3, et la majoration de w par une
constante.

En sommant sur n la majoration (5.4), on montre qu’il existe une constante
universelle C, telle que

N+1

Lp,(r)(z) < (ec ZE?:A(]IF)(SE)> +2NLp, (1) (2). (5.5)

Comme Lp, (Tr)(z) converge, L5 (Ip)(x) converge pour tout k, et 'inégalité
(5.5) montre que
Lp,(r)(z) < +o0. =

On notera mp, la mesure f-invariante de probabilité sur €2 telle que le systéme dy-
namique (£, f, mp,) induise le systéme dynamique (R, g, mp,). Nous aurons encore

Pip ([, A) = Pa+mp,(R)logAp,. (5.6)

5.2.2 Identification de la mesure u*

Nous venons de voir que pup n ﬁp , et mp N existent, mais nous pouvons donner
une autre caractérisation de ces mesures.
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Proposition 5.2.4 La mesure d’équilibre u? pour le potentiel A restreinte R est
la mesure d’équilibre pour le potentiel Bp,, c’est a dire :

/J’A = m’PA'
La démonstration de cette proposition se fait en deux étapes. D’une part nous prou-
verons que Ap, < 1 et d’autre part nous prouverons que Ap, > 1. On aura alors

PmpA(f’ A) = PA-

Preuve de \p, <1

I’égalité (5.6) prouve que Ap, < 1.

Preuve de \p, > 1

Nous allons démontrer par ’absurde que nécessairement Ap, > 1. On suppose
donc que Ap, < 1. Alors Lp, est une contraction, et pour tout = de F' la série

oo »,(Ir)(z) converge. On se fixe un z dans F. o %, (Ir)(x) est une
somme convergente de termes positifs, et nous pouvons donc sommer ces termes
dans n’importe quel ordre. On se fixe un entier n, et on choisit dans {2 un réseau
(¢,n)-séparé maximal E,,

Lemme 5.2.5 [] existe un entier N indépendant de n, tel que pour tout y de E, et
pour tout x dans F, il existe z, € F', vérifiant
(i) mp o [PV (zy) =,

(i) fN(z,) ety sont (¢,n) proches.

Démonstration : On choisit y dans E,. La propriété de mélange (lemme A.1.2)
montre qu’il existe un entier N indépendant de n et y, tel que 65/4(y) NfN(intR) #
(). Comme R est de diametre majoré par €, on peut toujours supposer que N est
suffisamment grand pour que diam®(f"(intR)) < £/8, et diam*(f~"(intR)) <
e/8. Ainsi, si w € W2, (y) N fY(intR), fY(W*(f~N(w), R)) C Wy, 45(y). On peut
donc supposer que f~(w) € F. L’ensemble £“(f"(w)) contient une boule pour la
topologie de W, (f™(w)) de diametre /4 qui contient f™(w), et que nous notons
U*(f™(w)). Le mélange entraine encore que U*(f"(w)) N f~V (intR) # 0, et si w' €
Ut (f*(w)) N f7Y(intR), alors f=N (W (f¥(w'), R)) C U*(f"(w)) € W2, (f*(w)).
On peut donc supposer que 7 o f¥(w') = x. la propriété markovienne de la famille
des &“ entraine que f™" N (w') € F'; alors le point z, “ fT7N(w') est tel que
mp o f"T2N(2,) =z, et fN(z,) et y sont (¢,n) proches. —

Réciproquement, si z est dans F et tel que 7 o f"*2V(2) = x, alors il existe
y € E, tel que fY(z) et y soient (¢,n) proches. De plus, si z et 2’ sont dans F, et
sont tels que

(i) mpo fr2N(2) =2 = 1po frT2N(2)

(i) fN(2) et y sont (g,n) proches, et f¥(2') et y sont (£,n) proches.
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Comme les deux points z et 2’ sont (2¢,n)-séparés (2¢ est une contante d’expan-
sivité), z et 2’ doivent étre (2e, N)-séparés ou f"™V(z) et f**V(2') doivent étre
(2e, N)-séparés. Il existe donc une constante universelle e telle qu’au plus e points
z distincts pistent le méme y du réseau FE,,.

Notons Ants(n+ 2N, z) Uensemble des points z de F tels que mp o f*2V(2) = .
Nous avons alors prouvé, qu'il existe une constante universelle e“, telle que pour
tout n,

e C Z e5n(A)(v) < Z eSn+2n (A)Y') < eC Z eSn(A)y) (5_7)

yeE, yEAnts(n+2N,z) yEE,

Si (Ey)nen est une famille de réseaux (e, n)-séparés maximaux, (5.7) entraine qu’il
existe C' constante universelle, telle que

+00 +00
Z Z esn(A)(y)—”PA < ec Z Z eSn+2N(.A)(y)—(n+2N)’PA

n=0yeck, n=0 yc Ants(n+2N,z)
+o0
< ) Ly, (Ip)(2). (5.8)
n=0
Nous savons (voir [4]) qu’il existe une constante universelle C telle que

1 S (A)(y)—nP
5 S Z € Y A S C;

yeE,

pour tout réseau (¢/2,n)-séparé maximal E,, et donc I'inégalité (5.8) montre que
oo Ln (Ir)(x) ne peut pas converger, ce qui constitue une contradiction. Par

conséquent A 4 > 1. L’unicité de I'Etat d’Equilibre montre que nécessairement, ut =

mpy.

5.3 Démonstration des théoremes

Dans cette partie nous supposerons que S = Py4. Pour simplifier les notations
nous ne mettrons plus l'indice P4 et nous aurons juste les mesures p et m sur F, m
sur R. On notera toujours p la mesure étendue sur €.

5.3.1 Equivalence des mesures désintégrées

Nous allons construire sur {2 une partition mesurable subordonnée au feuilletage
stable. Si = est dans R, on pose 1" (z) = W*(z, R). Si z € 2 est n’est pas dans R,
on note n(z) le plus petit entier positif tel que

f7*(z) € R,
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s'il existe. On pose alors n°(x) = f™@(n*(f~®)(z))). La propriété de Markov du
rectangle R montre que 7 est bien une partition mesurable et subordonnée au feuille-
tage stable. On définit ensuite 'image de n sur R par ’application ¢g. Si n € IN on
pose

s () = g" (n°(y)) s’il existe un y dans R, tel que ¢"(y) = =z,
TIE = |z} sinon.

La mesure m est conforme de Jacobien e~ Bra~losh+/loghogr et donc la proposition
3.1.2 s’applique.

Proposition 5.3.1 Il existe un ensemble I' de m-mesure pleine tel que pour tout
x dans [' et pour tout n € IN, tout atome de g"n® qui n’est pas réduit a un point
vérifie :

>

)
(yr)
ot y est un point de l'atome et yrp = mr(y) et yr =mp o g "(y).

esrn(yg) (A (YE)—r™(yE)Patwog™ (y3)

pe (g (y)) =

>

Nous allons maintenant démontrer I’équivalence des mesures désintégrées.

Proposition 5.3.2 Pour tout couple de points (z,y) € T? les mesures ,uf’s et
’%4,5 sont équivalentes modulo [’holonomie instable. De plus si z1 et zo sont res-
pectivements deux points de n*(x) N Ry N R_ et n°(y) N Ry N R_o tels que
Wu(Zl, R) = WU(ZQ, R)

A,s
T(z1,2) € diiz (1) _ h(yF)e( T2 (Ao fH(a1) = Ao f~(22))+w(z1)~w(z2))
DT i () hlzr) :
My (22) F

avec xp = Tp(x) et yp = Tr(y).

Démonstration : Soient = et y deux points quelconques de I'. On commence par
remarquer que si z € 7°(x) et si g"n(z) = {2}, alors nécessairement pz*(g"n(2)) = 0.
De plus la propriété de contraction le long du feuilletage stable montre que pour
obtenir I’équivalence des mesures, il suffit de prouver I'existence d’une constante
universelle C', indépendante de x et y, telle que pour tout couple de points z; et 2z
vérifiants

(i) z1 € W¥(z,R), 22 € W*(y, R) ;

(i1) 2z € W*(29, R);

(#4i) pour tout n, ¢g"n(z1) # {21}
alors

1o 12 (g™n(21))

C = 1 (g"n(22))

On remarque alors que (5.9) est une conséquence directe de la proposition 5.3.1, des
propriétés de continuité holdérienne de Bp, et de w, et du fait que i est une fonction

<c. (5.9)
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continue sur le compact F' ne s’annulant pas. La partition 7 est génératrice sur
chaque feuille stable de R, et on prouve ainsi que les deux mesures sont équivalentes.

Il reste a estimer le Jacobien. Le théoreme des martingales assure qu’on doit
nécessairement avoir (avec les notations de ’énoncé)

, As( N8
J(Zl,ZQ) déf lim Iu’iﬁ(g n (Zl))

o0 129 (gm* (29))

On fixe donc n, et on note r = r™(27) = r" (25 ). La proposition 5.3.1 montre que

et (9" (1) _ h(2f) h(ZZF)esr(A)(z;lF)fs,(A)(zgp)w(zlp)fw(zzp)' (5.10)
1 (g (z))  M(28R) h(zir)
Par continuité de la fonction h, qui est minorée par une constante strictement posi-
h(z7r)
h(z3p)
de continuité holdérienne de A et les contractions/dilatations le long des feuilletages
montrent qu’il existe une constante universelle C' telle que

tive sur F', le terme converge vers 1 lorsque n va a 'infini. De plus, la propriété

:z/jAof%st)—Aofk-*(zz) <

r—1 C
TZ/;Aof’“(z?F)—Aof’”(zn <

r/2

ZAOfk(ZgF)—Aofk_r(z?F) < )\S2 (5.11)
0

et la série d’inégalités (5.11) montre que

+oo
lim S, (A)(215) = 5, (A) (5) = Z Ao fH(z1) = Ao fH(z).
La proposition est alors démontrée. —

On peut procéder de méme en inversant f et f!. On construit alors une par-
tition mesurable subordonnée au feuilletage instable, et on prouve que les mesures
désintégrées instables p* sont équivalentes pour tous les points d’un méme en-
semble I de p”-mesure pleine dans R. toutes ces mesures étant équivalentes entre
elles, en chaque point z de IV les mesures %4’“ et Tywu(s, R)*,uA sont équivalentes, et
il existe une application ¢, telle que

dyi;"(2)

W = (25;5(2), (5'12)
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ou y, désigne la mesure de Gibbs trouvée sur le feuille W*(z, R) pour le parameétre
S = P4. La fonction h étant bornée loin de 0, et w étant aussi continue et bornée,
il existe une constante C' > 0 telle que

1

—<op<C.
C'_(b_c

5.3.2 Démonstration du théoréme B

Soit z¢ un point de R. Si z est un point quelconque de R, il existe un unique
couple de points x € W"(xg, R) et y € W*(xq, R) tel que

z = [z,y].

La définition des mesures désintégrées sur le feuilletage stable montre que pour m-
presque tout z de R,

din(z) = dpz*(y) ® dmy(2), (5.13)

ou m, désigne la mesure quasi-Gibbs obtenue si on fait ' = W*(y, R). Les deux
mesures ;%" et m,, sont équivalentes sur la feuille W*(z, R), et les relations (5.12)
et (5.13) montrent que

din(z) = ¢7'(2,y) duz>*(y) ® dy " (). (5.14)

Les deux partition mesurables n* et n° étant fixées, nous savons (voir [15] et [16])
que les mesures p* et pA* ont pA-presque partout des dimensions ponctuelles,
notées respectivement 6* et §°.

Remarque : L’hypothese f C?-difféomorphisme faite dans [15] et [16] est superflue
dans notre cas, puisque les exposants de Lyapunov associés & u sont tous non nuls.

La continuité des applications x — E¥ et z +— E; montre qu’il existe une

constante universelle, ne dépendant que de f et de la partition R, telle que pour
tout p suffisament petit on ait :
BY( Py opsi. P u . RS
x,C),B (x,c)] C B(z,p) C |B"(z,C p); B*(z,C p)|.
L’équivalence des mesures conditionnelles montre alors qu’il existe une constante
universelle, C, telle que pour tout p suffisament petit, u-presque partout,

é pt, (B (z, p)) .u, (B (z, p) < p([B*(z, p); B*(x, p)]) < C ™, (B*(, p)) ., (B (, p)) -

On en déduit alors le théoréeme. —
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5.3.3 Démonstration du théoreme A

Dans [5], Bowen et Marcus montrent que, du fait du mélange, il suffit de montrer
I’existence et 'unicité de la composante de la mesure transverse sur la seule trans-
versale F'. Nous allons donc prouver que seule la mesure pp, vérifie la propriété de
e"-absolue continuité. La démonstration se fait en plusieurs étapes.

E’tape 1 : pp, vérifie la propriété recquise.
Si C et C'" sont deux cylindres d’ordres respectifs n et m distincts, et si r(C) le
n-ieme temps de retour de C' est égale a r™(C") le m-iéme temps de retour de C’,
les deux cylindres sont alors W* conjugués. Ceci montre que si une des mesures
(s)s>p, est solution du probleme, nécessairement le terme log Ag doit étre nul, et
la relation
Pms(f, A) =S+ mS(R) log/\g

montre que Ag = 1 si et seulement si S = P4. Ainsi seule la mesure pp, peut étre
solution, parmis les mesures (p5)s>p,-

On vérifie maintenant que pp, vérifie la propriété recquise. On prend donc deux
boréliens de F', A et A" qui sont W?*-conjugués. On note 74 4 une holonomie stable
mesurable de A sur A’. Quitte & restreindre A et A’ on peut les supposer tous
les deux dans F,,. La propriété markovienne de R implique que pour tout x dans
A, il existe un plus entier n(z) a partir duquel, pour tout n > n(z), f™(z) et
™ omy a(x) sont, soit tous les deux hors de R, soit tous les deux dans R. On écrit
alors A = | |, .+ An, Ol 7 € Ay, si et seulement si n = n(z). A ceci correspond aussi
une partition A’ = | | .- A7,. On partitionne a nouveau chaque ensemble A, en
une suite de boréliens (A7")ew, telle que sur chaque ensemble A™, application f™
correspond & I'application ¢g*(™™) pour un certain entier k(n,m). Reporté sur A/
cela donne une partition A;, = | |, .n Ay, telle que sur chaque A'}', f* correspond
A un ¢¥ (™™ La propriété de cocycle de la fonction B, et le fait que up , est une
mesure conforme, prouvent que

V(n,m) € N*xIN pup,(A") :/ eV Tan @) gy ().

m
n

La mesure up, est bien solution du probleme.

Etape 2 : unicité de la solution.
On choisit une mesure, yu, borélienne et de probabilité sur F, qui est solution du
probleme. Nous allons d’abord montrer, que si u(Fi) = 1, alors u = up,.

Définition 5.3.3 Dans cette section, on appellera cylindre de module n de F', tout
cylindre, C, de F d’ordre k, avec r*(C) = n, ot r*(C) désigne le k-iéme temps de
retours du cylindre. On notera C,, leur ensemble.

Nous donnons quelques lemmes préparatoires.
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Lemme 5.3.4 Si C et C' sont deuz cylindres différents de module n, alors CNC' =
0.

Démonstration : Par définition des cylindres, il existe x et 2/, respectivement dans
intC et intC’, tels que f"(z) € intW*(f"(x), R) et f*(z') € intW*(f"(z'), R). Si
y € CNC’, f*(y) est dans intW*(f™(x), R)NintW*(f™(2'), R), qui sont deux feuilles
disjointes, car C' # C’, ce qui est absurde. —

Lemme 5.3.5 il existe une constante, K > 0, telle que

Jm (L] €)=
ceCy

Démonstration : Ceci résulte du mélange de la mesure p*. Par définition lim,,_, ;o u* (RN

f(R)) = (w*(R))*. De plus p*(RN f"(R)) = mp, (Upee, C)-1(R) et les deux
mesures mp, et pup, sont équivalentes. —
Comme p est solution, la propriété de e”-absolue continuité montre que

al]e) = S ue)

ceCy, ceCyp

= 3 [ et
Co

ceCn
eWCO (w)’wdlj/( )

= 2] ec@dp (x )/c 0@ dyp, (z)  (5.15)
Co A 0

ceCy

La relation (5.15), les propriétés de continuité holdérienne de la fonction A, et la
définition des cylindres de modules n, montrent qu’il existe une constante universelle
K telle que

(CO _ |—| C())
— e " C) < u( |_| C) < 76'6/@,‘( |_| C), (5.16)
K PA(CO cec, CeCy 4(Co) cec,

ou Cy est un cylindre de module n. On remarque que les propriétés de e™-a.c.
entrainent que la relation (5.16) est vraie quel que soit le cylindre de module n,
Cy, choisi, car il existe une constante universelle x telle que si C' et C' sont deux
cylindres de module n

PO o MO . HC)
1 (@) S @) = pm©)

Ceci implique que la famille des valeurs de ()C) quand C est un cylindre de module

(5.17)

n, et quand n décrit IN* est une famille bornee par une constante D. Sinon, quitte
a en extraire une sous-suite, on peut supposer que

: #(C) }
lim max ,C el p =400,
n—+00 {/1'7’,4 (©)
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et (5.16) montre alors limy,, o fi(|_|oee, C) = +00, ce qui est absurde, p étant de
probabilité sur F'. Les cylindres de F' sont générateurs au sens des mesures y et up,
puisque u(Fw) = pp,(Fsx) = 1, ce qui prouve que nécessairement la mesure y est
absolument continue par rapport a la mesure pp,.

Lemme 5.3.6 Si C,, désigne un cylindre de module n, alors

liminfM =0= lim M

=0.
n—+oo fip , (Cp) n—+oo fip . (Cn)

Démonstration : on raisonne par ’absurde. Supposons qu’il existe deux sous-suites
1 2
(ng) ke, et (n;)ken, telles que

C
lim M =0,
k=00 Hp 4 (Cn}e)
C,2
Vk, M > K,
Hp 4 (Cni)

ou K est une constante strictement positive. Soit ¢ petit et fixé, et k pris tel que
w(C,1)
k

/""PA(Cni)

qu’il existe une constante universelle k telle que

< &. On notera C' au lieu de Cnllc. La relation (5.16) restreinte a C, montre

M(Cn%) :u'(Cn ,
Sl P NN0O), < pllore, OINC) < =2 N o).
M’PA(C k Pa CIIEI 2 C Ecnk M’PA(C Pa Cllal 2

L’équivalence des deux mesures, pup, et mp,, fait qu’il existe une constante univer-
selle k telle que pour tout &,

N’PA((UCIGC 2 c')ne)
k< "k < e,
€= mp,(Uce ,0n0) =°
"k

De plus la mesure mp, est la projection de mp,, elle-méme restriction renormalisée

—n2 -1
de ,U'A a R. Ainsi m'PA((I_IC’GCnQ C’) N C) = wA(f ’;&I‘E)E)ﬂp (C)), et le mélange montre

k
que limy, 0o mp, (Ucree , C') NC) = mp, (C)p(R). 11 existe donc une constante
"k

universelle &, telle que

w(C2) N((I_Ic’ecn% ¢)na) 1(C)

g

Kope ™ <e™" < < <e¢
MPA(Cng) ppa(C) pp 4 (C) ’
ce qui est absurde, et donc le lemme est prouvé. —
Supposons maintenant que lim, o M’;(C(g)) = 0. En recouvrant F,, par des
A n

cylindres d’ordre assez grand, et donc de grand module, le mélange montre que
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u(Ch)
,U’PA(C‘"»)
pp, est absolument continue par rapport a la mesure u, et donc p et pp, sont

équivalentes.

Il existe une fonction mesurable et presque surement bornée, ¢, telle que du =
wdup,, et [ odup, = 1. Les deux mesures y et up, étant toutes les deux e”-a.c.,
la fonction ¢ vérifie la propriété suivante.

w(Fy) = 0, ce qui est faux. Ainsi liminf, > 0, ce qui signifie que

pour pp, —p.p-r,Vy € W(z)NF, o(z) = ¢(y). (5.18)

Supposons que up, (¢ # 1) > 0, comme [ pdup, = 1, il existe n > 0 tel que
pp, (E) > 0, avec E = {z,p(x) > 1+ n}. On choisit  point de densité de E.
Le théoreme des martingale établit que pour tout ¢, il existe NV tel que pour tout
cylindre d’ordre n > N, C, avec z € C,

pp (CNE) > (1—¢€)up,(C).

On choisit un tel cylindre C d’ordre n. pp ,-presque tout point de C N E est point de
densité de E. A chaque y de densité de £ N C, on associe un cylindre C(y) comme
dans le théoréme des martingales, d’ordre p >> n, tel que la variation de S,,(A) sur
chaque cylindre d’ordre p soit plus petite que €/3, et

pp (C(y) N E) > (1 —e)up,(C(y)).

De I’ensemble de cylindres ainsi obtenu on extrait un sous-ensemble de cylindres
disjoints recouvrant les méme points de F. Si le cylindre C est tel que r*(C) = s,
alors tout cylindre de module s, C’, est W?-conjugué a C, et la propriété de pp,
entraine que

upA(C' N E) > (1— )€™ up, (C').

Le mélange montre alors qu’on doit avoir up, (E) > (1 —¢)?e*/3, et donc en faisant

tendre ¢ vers 0, up, (E) = 1, ce qui est impossible. Donc p = up,.

Nous allons maintenant montrer que si i est solution du probleme, alors nécessairement
u(Fy) = 1. Du fait de la propriété markovienne de R, et I’existence des ensembles
£4(f*(x)) et £(f*(zx)) montrent que si z ne revient jamais dans R par itération de
f, alors pour tout y € W#*(xz) N F, y ne revient qu'un nombre fini de fois dans R par
itération de f. Si on suppose que p(H) > 0, alors il existe («, 5) deux réels positifs,
tels que a4+ 8 = 1, et deux mesures de probabilités sur F', solutions du problemes,
1 et uo, telles que

1 p=aps+ Bus;

2 u(Fuo) = 1, et pip(H) = 1.

Ceci montre qu’on peut se ramener au cas ou u(H) = 1. Nous allons chercher a
exprimer une contradiction.

Ici nous utilisons la propriété géométrique du systeme de posséder un recouvre-
ment markovien. Quitte a redécouper les rectangles on peut toujours supposer que
R est I'un d’eux. Puisque H est de mesure u totale, presque tout point de H est
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de densité. Il existe donc un point z de densité, tel que I'orbite de x soit une infi-
nité de fois dans un des rectangles du recouvrement. On suppose par exemple que
I (z) revient une infinité de fois dans le rectangle qui le contient, R'. Le raisonne-
ment précédent s’appliquera a ce rectangle, et la mesure f2(u) restreinte a la feuille
instable du rectangle R', W*(f"(z), R') doit étre la mesure up, de ce rectangle.
Par f-invariance de la mesure d’équilibre, p doit aussi étre la mesure pp,, ce qui
constitue une contradiction. —
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Annexe A

Nous allons donner ici quelques propriétés que nous avons utilisées.

Al Eloignement du bord

Ici, nous utilisons la propriété géométrique du systeme (€2, f), d’avoir des parti-
tions markoviennes. On suppose donc qu’on dispose d’un recouvrement de €2 par des
rectangles propres, qui vérifie la propriété de Markov. Cette construction est pos-
sible si on procede comme dans [4]. Par compacité, on suppose que ce recouvrement
est fini, et on peut aussi supposer que les intérieurs des rectangles sont disjoints.
On appelle ces rectangles {R;}, et R sera leur ensemble. Les termes "R et O°R
désigneront respectivement la réunion de leur bord instable et stable.

Lemme A.1.1 Soit z dans Ry, tel que f"(x) € Ry et f¥(z) ¢ Ry pour tout 1 <
k <n—1. Alors il existe une famille d’ensembles (£°(f*(x)))1<k<n telle que
(i) &(f"(x)) = W*(f"(2), Ro) ;
(i3) pour tout k dans [1,n — 1] £(f*(z)) C Wi (f*(2)), et &(fF(x))N Ry =0;
(iii) pour tout k, f(&(f*(x))) C &(f*!(x));
(iv) pour tout k, pour tout m < 0, si f™(&5(f*(x))) NintRy # 0, et si w €
F™(&(fF(x))) NintRy, alors f™(&5(f*(x))) D W*(w, Ry).

De plus, il existe une constante uniforme ¢ telle que

& (fH(x)) D B*(yk, ) 3 f*(x)
pour un certain Y.

Démonstration : Prenons z et n. On commence par poser £°(f"(x)) = W*(f"(z), Ro)
et &(x) = W*(x, Ry). Il existe un rectangle R; # Ry tel que £°(f(z)) € R;. La
propriété de Markov de R montre que f(&°(x)) € W*(f(z),R;); on pose alors
&(f(z)) = Wo(f(x), R;). En procédant ainsi on construit les suites d’ensembles
(&5(f*(x))). Comme il n’y a qu’un nombre fini de rectangle, {9“R;} est une réunion
finie de compacts. De plus, tout z dans 2\ 0“R, est dans une boule de diametre assez
grand, qui n’intersecte pas avec 9“R. Cela prouve que chaque £°(f*(x)) contient une
boule de rayon /2. De plus, deux points x et y, dans deux rectangles différents sont
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tels que &£5(z) N &% (y) = (0. Le point (iv) est une directe conséquence de la continuité
de f et de la propriété markovienne de R. —

Remarque. De méme, il existe une famille d’ensembles (€“(f*(y)))1<k<n avec des
propriétés symétriques.

On énonce maintenant le mélange d’une maniere différente.

Lemme A.1.2 Soit € une constante d’expansivité. Il existe un entier N tel que pour
tout x € Q W2(z) N f~N (intRy) # 0.

Démonstration : Comme intRy est un ouvert, il contient un point périodique x;.
W (xg) est dense dans €, et si py est la période de zg, et W (x)N f~"POW (g, intRy),
alors il existe un ouvert U contenant x tel que pour tout y dans U Wr(y) N
fPOW S (29, int Ry). Par compacité, on peut trouver un nombre fini de tels ouverts,
et donc un N maximal. =

Remarque. Si N est pris suffisament grand, on sait que f~ (W¥(z))Nint R est une
feuille instable de intRy. De méme, si N est suffisament grand, W2 (x)N ¥ (intRy) #
0 pour tout z et f~N (W2(z)) NintRy est une feuille stable de intRy.

A.2 Une propriété de G

I’ensemble GG des points qui sont dans plusieurs cylindres de méme ordre a été
supposé négligeable pour tout mesure gg-invariante. Nous allons en donner ici la
raison.

Lemme A.2.1 Stz est un point de G, il n’existe qu’un nombre fini d’entiers n, tels
que gh(z) € G.

Démonstration : on raisonne par ’absurde. On commence par remarquer, que si
g%(x) € G, alors nécessairement g% (r) € G pour tout k plus petit que n. Si z est
un point pour lequel il existe une infinité d’entiers n pour lesquels g% (z) € G, alors
pour tout n € IN, g%(z) € G. Ceci entraine que pour tout n, il existe trois cylindres
Cn,Cl, et C,_; d’ordres respectifs, n, n, et n — 1, tels que C,, # C!, C, C Cy,_; et
Cl C Ch_1.

Le point z est donc dans deux cylindres de méme ordre ng, qu'on notera C} et
CZ. Quitte a itérer, on peut supposer que ces deux cylindres sont d’ordre 1. L’un
a nécessairement un temps de premier retour plus petit que 1’autre, sinon ces deux
cylindres seraient égaux. On suppose que c’est C§, et que son temps de retour est
p1- Alors gp(z) = mpo fP1(x), et gr(z) doit étre dans deux cylindres de méme ordre.
Ceci prouve que dans Cj, = est dans deux cylindres différents et de méme ordre (au
moins égale a 2). La propriété de Markov de R montre que ces deux cylindres ne
sont pas dans CZ. Le méme raisonnement fait sur le temps de premier retour de Cj
montre que dans ce cylindre, = est également deux cylindres différent de méme ordre,
au moins égale & 2. Ainsi z est au moins dans 4 cylindres différents, Ct, C?, C3, et
Ct, les deux premiers étant dans Ci et de méme ordre n,, les deux derniers dans
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C? et de méme ordre, n,. Les quatre temps de retours 7™ (C}), v (C%), r"2(C?), et
r™2(C}) sont nécessairement tous distincts, deux & deux, car un point ne peut pas
étre dans deux feuilles instables de R différentes. On montre ainsi que le point x est
nécessairement dans 2" cylindres d’ordre n différents. Fixons 'un d’eux et notons
N sont temps de n-iéme retour dans R. f¥(z) est dans R, mais les images par
fN des 2™ — 1 autres cylindres ne rencontrent R que sur son bord. Le lemme A.1.1,
montre que dans chaque image par f~ d’un des cylindres, il existe un boule de rayon
/2, aussi proche qu’on veut de f"(zx). Toutes ces boules doivent étre d’intérieurs
disjoints, or un point ne peut appartenir a au plus C'(u) boules fermées d’intérieurs
disjoints. Ceci finit la démonstration par ’absurde. —

A.3 Propriété de S — log Ag

Si on se fixe Sy et Sy deux réels strictement plus grand que Py, et si t € [0, 1],
alors si on pose S3 ) S1 4+ (1 —t)Ss, I'inégalité de Holder donne :

Lo(Tp)(z) € N (eBs1@) (B2@) " < (L, (Tr) (@) (L, (Tp) ()"
yEAnt(x)

pour tout x dans F'. L’inégalité de Holder donnera de méme :

L2 (Tp)(z) < (L2 (Tr)(2))" (L8, (Tp) ()

pour tout z dans F et pour tout entier n. Si nous prouvons que = log L%(1p)(z)
converge vers \g lorsque n tend vers 'infini, nous aurons alors prouvé que S — log Ag
est convexe, ce qui entrainera la continuité de S — \g. L’idée est alors d’étudier
plus attentivement ’opérateur Ls. En particulier nous avons :

1-t

Proposition A.3.1 Pourtout S > Ss, les valeurs propres de Lg de module Ag sont
simples. De plus elles sont toutes de la forme \g €2*7/P ou p est le cardinal de leur
ensemble et k un entier. Ceci est encore valable pour S = Ss si Lg(1) converge pour
cette valeur du parameétre.

Démonstration : On prouve d’abord que les valeurs propres de ES de module 1 sont
simples.

Soit A; tel que |A;] = 1 et Ag); soit valeur propre de Lg. Le théoréme de Ionescu-
Tulcea et Marinescu montre qu'il existe une fonction u dans C)(F) telle que Ls(u) =
\; u. Par conséquent |Lg(u)| = |u| et par Pinégalité triangulaire on a |Lg(u)| <
ES(\U\) Cela donne finalement :

[ul < Ls(lul).

Par ailleurs ffs(\u\) dps = [ |u|dus puisque |u| est une fonction continue. Cela
prouve donc que R
lu| = Ls(|u|) us — presque partout.
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Nous savons que ug charge tous les cylindres, et donc ug charge tous les ouverts
puisque chaque ouvert contient au moins un cylindre. Si z € F alors pour tout ¢
wus(B*(x,8)) > 0 et donc il existe y € B*(x,0) tel que |u(y)| = Ls(|ul)(y). Par
continuité de u on trouve que

lu| = Ls(|u|) partout.

De plus ||u(z)| — |u(y)|| < |u(z) — u(y)| ce qui montre que |u| € CS(F). Comme
1 est valeur propre simple de ES il existe K € IR tel que |u| = K h. Quitte a
renormaliser, on peut supposer que K = 1. Il existe donc une fonction continue v a
valeur dans Ul’ensemble des complexes de module 1 telle que v = v h.

Nous avons A\v(x)h(z) = i ye Ant(z) eBsWy(y)h(y) ce qui s’écrit aussi :

1

Aolz) = song) 2 © k)

ZyEAnt(m) € yEAnt(z)

C’est un barycentre a coefficients positifs de points de module 1 qui est lui-méme
de module 1. Ceci ne peut se faire que si v(y) = \v(z)

Si on suppose maintenant que u’ est un autre vecteur propre de ES dans C’g (F)
pour la valeur propre J;, alors la discussion précédente est encore valable et nous
aurons une fonction v’ continue a valeurs dans Uet telle que v' = v' o gp. Si w est
une fonction continue sur F', on aura

~ U v
/»CS(EOQF-h)-wd/LS = /&ogp.wogpdmg

= /%.wdmgz/%.w.hd,ug
v v

Or nous savons que ffs(ﬁ ogp.h)wdus = ffg(ﬁ.h).w dus puisque % o gp = 4.
Nous en déduisons donc que

~ , U

Ls(

v
J'h) = U‘h [Ls — presque partout.

Par continuité de v et v', et le fait que pug charge tous les ouverts, on aura

Es(g.h) = %.h partout.

h est une fonction strictement positive sur un compact, ce qui montre que 1/h est
aussi dans Cp(F), puis que v et v' sont dans Cp(F). L'unicité du vecteur propre
associé a 1 dans CS(F ) montre alors que 7 est une fonction constante et réelle de
module 1, ce qui ne peut étre réaliser que si v = v’ et u = +u'.

On prouve maintenant que les valeurs propres de Lgs de module 1 sont des racines
de T'unité.



A.3. Propriété de S — log Ag 85

Comme v = \; .v 0 gp, on en déduit que pour tout entier n on a A} .v" o gp = V" et
donc pour tout x dans F' :

Ls(™h)(z) = Ls(A\" 0" 0 gph)(z) = AT 0™ (z)h(z).

Eg n’admet qu’un nombre fini de valeurs propres de module 1; elles forment donc
un groupe d’ordre p , et il existe £ € IN tel que :

A\ = eQzlmr/p._|

Remarque : Une telle proposition aurait pu s’énoncer d’une maniere plus générale,
mais nous avons choisi de ne la démontrer que dans notre cas précis afin d’éviter
d’avoir & introduire une mesure invariante par ’adjoint de 'opérateur ® dans la
partie sur le théoréeme de Ionescu-Tulcea et Marinescu.

Nous avons ensuite deux corollaires a la proposition :

Corollaire A.3.2 Si S > Sg est fizé, et si p est le cardinal des valeurs propres de
Ls de module \g, alors on a :

1
1 _— np =
Jim p log [ L (Ip)(z)| =log As

pour tout x dans F.

Démonstration : D’apres le théoreme de Ionescu-Tulcea et Marinescu, la fonction Tg
s’écrit Y p_, @i + 1, ol ces fonctions sont toutes continues, chaque ¢; est telle que
Ls(pi) = ANidsp; et pour tout n , |[LL(Y)|| < A%p™, ou 0 < p < 1. De plus, si on
suppose que A; = 1, alors ¢ = h. La proposition précédente montre que pour tout
entier n, pour tout x on aura :

L& (1p)(z) =1 - ¢(2) + LE(W)(x).
On a donc le résultat souhaité puisque A(x) > 0 pour tout z. —

Corollaire A.3.3 La fonction S — log g est convexe, et donc continue sur son
domaine de définition.

Démonstration : 11 suffit d’utiliser 'inégalité de Holder avec n = kpipops, ol p; est le
cardinal de I’ensemble des valeurs propres de Lg, de module Ag,, puis d’en prendre
le log et de faire tendre k£ vers I'infini en utilisant le corollaire précédent. —
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Chapitre 1

Introduction et premieres
définitions

1.1 Définition du cadre et premieres définitions

Si on se donne une variété Riemannienne C'* compacte, de dimension finie et
sans bord, M, et si f est un C'** difféomorphisme, on ne peut en général étudier
le systéme dynamique défini par (M, f) sans introduire la notion de mesure de pro-
babilité invariante. En effet, sans hypotheéses supplémentaires, il n’est plus possible
de définir un ensemble uniformément hyperbolique comme dans le cas axiom-A. La
solution consiste alors & utiliser le théoreme d’Oseledec ([19] ou [15]), pour définir
un ensemble de points hyperboliques de mesure pleine (si la mesure est ergodique).
Nous savons alors définir dans ce cadre les notions de feuilletages stables et instables,
et il est possible de récupérer certaines des propriétés des systemes dynamiques uni-
formément hyperboliques. On peut remarquer par exemple, que s’il est nécessaire
de se fixer a priori une mesure invariante pour définir les feuilletages, les variétés
stables et instables ainsi construites n’en restent pas moins topologiques.

Une maniere de retrouver un peu d’uniformité, consiste alors a étudier des fa-
milles d’ensembles, appelés ensembles de Pesin. Plus précisément, si C' est un réel
dans [1,+o0], et si 7 est un entier de IN*, on notera A¢ Iensemble des points de M
tels que, si € < 1/100 — log(1 — 1/r), alors :

(1) il existe une décomposition de T,M = E*(z) & E*(x),
(2) Pour tout n € IN et pour tout m € 7, on a

[y @) < € (52)" enesmieo]
V VE E;m(m) .
|72 @] 2 & GZ)" el
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|2 & (GE) e e

|4y @)
V NS E?m(w) .
a7ty @] < € (52" st

(3) L’angle v(f™(x)) entre E*(f™(x)) et E*(f™(z)) est tel que

SIS < (@),

Ces ensembles ne sont pas f-invariants, mais ils ont certaines propriétés agréables.
Dans [20], Pesin énonce en particulier le résultat suivant :

Proposition 1.1.1 Awvec les notations précédentes, les propriétés suivantes sont
vraies :

Les ensembles AS sont fermés;

les applications x — E*(z) et x — E*(z) sont continues sur chaque AS ;
l’ensemble A, ) Uesa AS est f-invariant;

pour tout entier q € Z et pour tout C > 1, il existe un réel o = a(C,q,7) > 0
tel que f1(AY) C A2,

Ces ensembles AY jouent donc un role essentiels dans la théorie de Pesin.

Définition 1.1.2 Soit M un variété Riemannienne compacte C®, de dimension
finie et sans bord. Soit f un CY*® difféormorphisme de M sur M. On dira qu’un
point x de M est régulier s’il existe un réel C > 1 et un entier r € IN* tel que
x € AY. On notera A I’ensemble des points réguliers.

On rappelle qu’en tout point régulier on peut définir une variété stable et une variété
instable, respectivement notées W*(x) et W*(z), de la maniére suivante :

W @) Y {y, lim logd(f"(), /() < 0},

n—+oo N

we@) {y, lim_“logd(f(y), /"(z)) < 0}.
n——oo 1

Remarque : Le théoréme d’Oseledec assure que pour chaque mesure borélienne
de probabilité, hyperbolique et f-invariante sur M, I’ensemble des points réguliers
est de mesure pleine.

L’ensemble des mesures f-invariantes est évidemment non dénombrable, et il est
impossible de trouver ou de caractériser (en général) tous ses éléments. Par exemple,
si xy est un point périodique de M pour f, la mesure de comptage le long de son
orbite, renormalisée, est une mesure borélienne de probabilité f-invariante. Un des
buts que 'on peut se fixer, est de caractériser ces mesures invariantes, ou de cher-
cher des particularités. Par exemple, une mesure ergodique peut se voir comme une
mesure extrémale dans le compact convexe des mesures boréliennes de probabilité
f-invariante.
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Sur M, il existe une mesure “canonique”, qui est la mesure riemannienne de
la variété, Leb. Une question naturelle consiste alors a se demander si Leb est f-
invariante ou non, ou plus généralement s’il existe des mesures absolument continues
par rapport a Leb qui sont f-invariantes. Cette question est intéressante dans la me-
sure ou la mesure Leb exprime une certaine “réalité” géométrique. D’autres mesures
invariantes peuvent également exprimer des propriétés géométriques : le théoreme
de Birkhov assure que pour toute mesure borélienne de probabilité, invariante et
ergodique, u, et pour toute fonction continue, ¢, la moyenne temporelle converge
presque surement vers la moyenne spatiale, c’est a dire

n—1

1 —p.s.

=D poffa) /wdu-
k=0

Une question consiste alors a savoir si pour de telles mesures la convergence peut
avoir lieu sur un ensemble de mesure de Lebesgue positive, pour toute fonction
continue. Une mesure ayant cette propriété est alors appelée mesure de Sinai Ruelle
Bowen, ou mesure SRB. 1l existe d’autres définition des mesures boréliennes de pro-
babilité SRB dans le cas uniformément hyperbolique : Ce sont aussi les mesures qui
ont des mesures conditionnelles sur un des feuilletages stable ou instable absolument
continues par rapport a la mesure riemannienne de la sous-variété, ou encore, les
mesures qui sont d’équilibre pour le potentiel —log J* ou — log J*.

Dans le cas non-uniformément hyperbolique, aucune définition précise n’existe,
ni dans le cas des mesures o-finies. Nous introduirons donc nos propres définitions.

Dans toute la suite, la mesure de Lebesgue désignera la mesure riemannienne
de la variété ou sous-variété considérée. Par extension, elle désignera aussi cette
mesure restreinte et renormalisée a un ensemble de mesure positive. A chaque fois,
nous mettrons en indice ’ensemble pris comme ensemble de mesure pleine.

Définition 1.1.3 Si u est une mesure borélienne, o-finie, f-invariante, on dira
qu’une partition mesurable £* est Lebesque-subordonnée au feuilletage instable W*,
si et seulement si pour p-presque tout x, £*(x) est un borélien de mesure de Lebesgue,
Leb?, u(z)7 positive.

Définition 1.1.4 On appellera mesure o-SRB toute mesure borélienne, o-finie,
f-tnvariante, p, telle que si on se donne, £, une partition mesurable Lebesgue-
subordonnée au feuilletage instable, et si py représente le systeme de mesures condi-

tionnelles associées a £, alors py est absolument continue par rapport a la mesure
U
Leb “(z)-

1.2 L’atlas de Lyapunov

L’atlas de Lyapunov se construit généralement une fois qu’on s’est fixé une me-
sure hyperbolique f-invariante. Néanmoins il est facile de le construire sur tout A,,
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deés que celui-ci n’est pas vide. On pourra voir [15] ou [25] pour une construction
explicite.
Il existe une application borélienne [ définie sur A, telle que
-l A — (1, +o0];
- I(f*(2)) < efl(a),
et une famille de plongement ®, : B(0,1(z)™") c R — M, telle que
(1) ®,(0) =z, d®,(0) envoie respectivement IR* x {0}* et {0}* x IR sur E*(x)
et EB%(z);
(2) Si on pose s “ @;(1@ ofod, et ]};_1 “ (I);—ll(x) o f~to ®,, alors
Pour tout v de R* x {0}, e*~¢|jv|| < ||df.(0).],
et pour tout v de {0} x IR®, ||df»(0).v|| < e *||v|| ;
(3) Lip(fy — dfa(0) < e et Lip(f;" — df;'(0) <e;
(4) Si ¢ est une application a-Holder, on note Lip, la constante de Hélder.
Alors, Lipa(df,) < 1(z), et Lipa(dfs?) < U(z);
(5) il existe une constante universelle Ky, telle que pour tout couple de points
(z,2') dans la boule B(0,1(z)™!), on ait

K1 d(05(2), ®2(2)) < ||z — 2| < U(2)d(Po(2), a(2')).
Si [y est fixé, et si n est un entier strictement positif on note

A,,-(TL) dé,f {l‘ € Ar , loe("_l)E < l(x) < loe(")f}’

et A, (0) Y {z e A, , I(z) <o}
Par définition, deux ensembles A,.(n) et A.(m) différents (n # m) sont disjoints.
L’hypothése de variation lente de I’application x +— [(x) montre également que pour
tout n, f"(A.(0)) C Up_oAr (k).

Ces ensembles A, (n) montrent comment nous sommes loin du cas uniformément
hyperbolique. Ils expriment le fait que les applications x — E%(x) et z — E*(z)
ne sont que mesurables et non pas continues, et qu’on ne peut espérer aucune uni-
formité. Nous allons définir maintenant un critere géométrique qui nous permettra
d’avoir des structures produit locales.

Définition 1.2.1 Si x est un point régulier, on note, avec les conventions intro-
duites dans la présention de l’atlas de Lyapunov,

Wi'(z) ={y € M, ¥n <0, f*(y) € 4n()B(0,17"(f"(2))}-
On notera de méme WS (z) en changeant n en —n.

Hypotheése : On dira que ’ensemble A, vérifie une hypothese de non intersection
brutale s’il existe une constante universelle Ky < 1, telle que pour Lebesgue-presque
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tout z dans A,(n), il existe un entier m(z) tel que pour tout entier p > m(x) et
pour tout y € A,(p),

W(x) N By, Ky e™) =0 et W7 (z) N By, Ky e ™) = 0.

Une hypothése d’intersection non brutale signifie qu’autour d’un point dans A,(n),
les ensembles A, (p), avec p grand, ne peuvent se rapprocher trop pres des variétés
stables et instables locales en .

1.3 Résultat et plan de la preuve

L’atlas de Lyapunov montre que localement la situation n’est pas trop éloignée du
cas uniformément hyperbolique. De plus une hypothese de non intersection brutale
montre que les variétés locales pourraient définir une structure produit comme dans
le cas uniformément hyperbolique. Nous allons préciser cette notion de structure
locale produit.

Définition 1.3.1 Si p est une mesure borélienne f-invariante, on dira qu’elle a
une structure locale produit, si pour u-presque tout x de M, il existe un borélien R
de mesure de positive contenant x, et une application ¢ de R dans W(z) x W} (z)
telle que sur R la mesure soit équivalente au produit de mesures, ©; (fuz ® lhsz)s
Uu g €tant portée par W (z) N R, et pis 4, étant portée par Wi (z) N R.

Le but de cette partie est alors de démontrer le résultat suivant.

Théoreme 1.3.2 Soit M un variété Riemannienne compacte C*°, de dimension
finie et sans bord. Soit f un C'T difféormorphisme de M sur M. On suppose que
les trois hypothéses suivantes sont vérifiées.

(H1) LebM(A) > 0,‘

(Hy) le systéme (M, f) est conservatif pour la mesure de Lebesgue ;

(H3) lensemble des points réguliers A, vérifie une hypothése de non intersection

brutale pour tout r suffisament grand.

Alors, il existe une mesure borélienne, v, o-finie,, f-invariante, qui est o-SRB, et
qui a une structure locale produit.

Nous utiliserons souvent la notion de mesure conforme, et nous en rappelons donc
la définition.

Définition 1.3.3 Soit (X, ®) un systéeme dynamique. Soit B(X) la tribu des boréliens
de X . Soit m une mesure de probabilité sur B(X). On dira que m est conforme s’il

existe une fonction J : X — R borélienne telle que pour tout B € B(X) ou ® est

injective et ®(B) est un borélien, alors

m (®(B)) =/ J dm.

B
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Remarque : si on a seulement, m (®(B)) > [, Jdm, on dira que J est un sous-
jacobien.
La définition entraine que pour toute fonction borélienne f : X — IR*,

fq,(B)fdm:foo(I)Jdm. (1.1)

La fonction J = J(m) s’interpréte comme le jacobien de m pour la transformation

®. Il est unique m-p.p.. Inversement si on connait une mesure m telle que pour

une transformation @, il existe J tel que pour tout borélien B ou ® est injective,

la relation (1.1) est vraie, alors la transformation sera dite conforme de jacobien .J

pour la mesure m.

Dans toute la suite M désignera une variété Riemannienne compacte C'*°; de di-

mension finie d et sans bord, et f un C'*® difféormorphisme de M sur M.
Puisque A = U A,, la réunion étant croissante, on choisit un entier r suffisa-

relN*

ment grand pour que Leb(A,) > 0. On choisit aussi un ¢ comme dans la définition

des ensembles A¢. On notera également A - log(1—1/r).

Dans une premiere étape nous rappellerons la méthode de transformations de
graphes, que nous utiliserons pour démontrer les propriétés principales des deux
feuilletages, stable et instable. Nous redémontrerons alors le théoreme de la variété
(in)stable, ainsi que la propriété Holder des feuilletages.

Dans un deuxieme chapitre nous utiliserons la méthode de transformation de
graphes et les propriétés établies pour démontrer un lemme de poursuite; nous
I’utiliserons pour construire un recouvrement markovien de A,, puis nous étudierons
les propriétés des feuilletages restreints aux rectangles.

Dans un troisieéme chapitre nous construirons a partir du recouvrement un sous-
systeme dilatant et markovien. Nous démontrerons alors I'existence d’une mesure
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue sur ’ensemble. Nous
relierons alors ce systeme a (M, f), et démontrerons enfin le théoreme.



Chapitre 2

Rappel sur les feuilletages

2.1 Transformations de graphes

2.1.1 Le cas linéaire

Nous allons dans cette partie redémontrer le théoreme de transformation de
graphe tel qu’on peut le trouver dans [12].

Proposition 2.1.1 Soit F un espace de Banach et T : E — E un endomorphisme
tel qu’il existe By et By avec E = E1 @ Ey et T : E; — E;. On suppose que la norme

choisie, || ||g, vaut la norme max (|| ||z, || ||g,)- Si on note T; “ Tig, on suppose
alors que
T ™|z, < e~ M="|v||g, pour tout v € Ey,
T3] 5, < eP249m||v]||, pour tout v € Ey,
avec Ag <0< A ete < IT’\OQ,I’\TIO;
Si f: E— E est telle que :
(i) [ est C1,
(1) f(0) =0,
(iii) Lip(f —T) <e,
alors il existe une application g, continue de E; sur Ey telle que la restriction de

f~1 au graphe de g soit contractante, de rapport de contraction au moins e~ M1~2¢).

La démonstration de la proposition se fait en plusieurs étapes.

Définition 2.1.2 On note p; les projections sur E; parallelement a E;, avec j # 1,

déf
et fi = piof.
Lip(E, Es) désignera lespace des applications lipschitziennes de Fy dans Ey de
constante de lipschitz plus petite que 1 et valant 0 et 0.

nous avons le résultat intermédiaire suivant :
Lemme 2.1.3 Si o € Lip(E1, E»), alors
Lip(fy o (id, o) — T1) < Lip(f — T).

95
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Démonstration :

fio(id,o) =Ty = fio(id,o) —pioTo (id, o)
= pio(f—T)o(id, o),

donc Lip(f, o (id,0) —T1) < Lip(p1)Lip(f — T)Lip((id,c)). Comme la norme sur
E; @ Es est la norme du maximum, nous avons, Lip(p;) < 1, ainsi que Lip((id, o)) <
1. =

Nous redonnons ici le théoreme d’inversion des fonctions lipschitziennes :

Lemme 2.1.4 Soient, E et F' deux espaces de Banach, et T € L(E, F) une applica-
tion linéaire inversible. Si f est une application de E dans F telle que Lip(f —T) <
| T7|7, alors f est un lipéomorphisme d’inverse f~', tel que

1
< - .
~ T = Lip(f = T)

Lip(f1)

De plus pour tout xq, f(B(xg,7)) D B(f(zo),r(||[T7||7" — Lip(f —T))).

Démonstration : E’tape 1 : f est injective. Soient z et y deux points de F tels que

f(z) = f(y). Alors
0

I(f =T)() = (f =T)(y) + T(x) = T(y)ll
1T (z = y)ll = Lip(f — T)|lx = yll,

Vv

et I'hypothese faite sur Lip(f — T) montre que z = y.
Etape 2 : f est surjective. On cherche a résoudre 1’équation

@) = v (2.1)
L’équation (2.1) est équivalente &
v = Ty~ (f 1)) (2.2)

L’hypothese faite sur Lip(f — T) entraine que I'application ¢, : x — T (y — (f —
T)(z)) est contractante, et donc elle admet un unique point fixe.
FEtape 3 : f~1 est lipschitzienne.

1F@ = f)l = (f -T)@) — (f -~ T)(w) + T(z) — Tw)|
> ||T(z —y)|| = Lip(f = T)||z — y||
1 .
> (W—Llp(f—T))Hx—yH
et donc ! 1f@ =)l > ==yl

| T=Y|=* = Lip(f - T)
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Etape 4 : image d’une boule. Si 7y est un point de E, pour tout y € B(f(zo),r(||T7||7 1=

. _ r([|[ T~ = Lip(f = 1))
Lip(f = T))), ||/~ (y) — x| < . .
Si o € Lip(E1, Es), le lemme 2.1.3 montre que f; o (id, o) est un lipéomorphisme

et

) ) ) e~ Mte
sz((fl o (Zd, O'))_ ) S m

Définition 2.1.5 Soit 0 € Lip(E1, Ey). On note I'¢(0) Uapplication de E; dans E,
définie par

Li(0) ¥ fyo(id,o) o (fi o (id, )"
Nous avons le résultat suivant.
Lemme 2.1.6 I'; laisse Lip(E,, Fs) invariant.
Démonstration : soient x et y deux points de E. Soit o € Lip(E}, E3). On a :
IT4(0) (@)=L (@) W)l = [l f20(id, 0)o(fio(id, 7))~ (z) — fao(id, o)o(fr0(id, )~ (y) |

et donc
e)\z—)\1+3E
r -r < —— Nz =9l =
ITs(0)(z) = Tr(o)(y)ll < 1_6€,A1+5||:6 Y|

Nous allons maintenant voir un lemme technique, puis nous prouverons que ’appli-
cation I'y admet un unique point fixe.

Lemme 2.1.7 Soient x et y deuz points respectivement dans E, et Ey. Soit o dans

Lip(E,, Es). Alors

I f2(2,y) = T(0) o fi(w,y)ll < € [lo(z) —y].

Démonstration : Nous avons par inégalité triangulaire

Ifalz,y) =Tp(0) o filz, )l < Nfa(z,0(2)) = Ty(o) o filz, y)ll + I fo(2,y) = falz, 0 ()]

Le premier membre de droite de (2.3) vaut

IC¢(0) o filx,0(x)) = Ts(o) o fi(z,y)
et est donc majoré par

e/\27/\1—|—36
m”ﬁ(%y) = fi(z,0(2))|| < 2¢|lo(z) — yl|-

Le second terme de droite de (2.3) est majoré par
(e +e) lloz) -yl
Ainsi nous obtenons

If2(2,y) = Ts(0) o filz,y)ll < ¥ *[lo@) =yl -

(2.3)
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Lemme 2.1.8 L’opérateur I'y est une contraction de Lip(Eh, E»).

Démonstration : On choisit 0, et o9 dans Lip(E}, Es). Ceci donne pour tout z de
El :

ITs(01) (@) = Tloe) (@)l = |[|f20 (id, 01) o (fu 0 (id, 01)) 7 (z) = fo o (id, o) o (f1 0 (id, 02)) "} (2) |

= ||f2 ((fr o (id,01)) (), 01 ((f1 0 (id, 01)) " (2)))
— fa 0 (id, 03) o (fi 0 (id, 02)) ™" (fi 0 (id, 01) o (f1 0 (id,01)) " (x)) ||

= ||f2 ((fi 0 (id, 01) (=), 01 ((f1 © (id, 01)) T (2)))
— Ty(02) (fu((fr 0 (id, 01)) " (z), 01((f1 © (id, 01)) 7' () |

< Moy ((fro (id,01)) " (2)) — 02 ((f1 0 (id,01)) " (=)

e)\Q*)\1+4E
< m”ﬁ — ool| [|z]. (2.4)
L’inégalité (2.4) montre alors que
6)\27)\1-1—4&‘
[T (o1)(z) = Ly (o2)(2)]| < m”al — 0of|. -

Nous pouvons montrer maintenant la proposition 2.1.1. Comme I'; est contractante
sur 'espace complet Lip(E1, Ey), elle y admet un unique point fixe. Cette application
invariante par I'; sera notée g. Elle est 1-Lipschitzienne, donc continue. II reste a
vérifier que f~! est contractante sur graph(g).
comme graph(g) est f-invariant, et que g € Lip(E1, E»), si 1 et x9 sont deux points
de E,, alors

[(z1, 9(21)) — (22, g(@2))|| = |21 = @2|B1,

ce qui montre que si (z;, g(x;)) = f((vi,9(yi))), alors
If (@1, 9(21)) = f (@, 9@l = I(fuo(id, ) H(21) — (fro (id, 9)) ' (22)llm

< My — ol (2.5)

et la majoration (2.5) prouve bien que f~! est contractante sur graph(g). —

2.1.2 Le cas fibré

Une des étapes importante de la démonstration, est de prouver un lemme de
poursuite. La méthode de transformation de graphe nous y aidera. Pour cela il est
nécessaire d’adapter son énoncé au cas fibré, puisque nous travaillerons avec des
pseudo-orbites et non plus avec des orbites. Nous allons donc établir le résultat
suivant.
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Proposition 2.1.9 Soit X un espace, et E un espace de Banach. On note Y le
fibré X x E. On considere une application bijective f : X — X, etT :Y =Y une
application telle que :
(i) pour tout x de X, T, est un endomorphisme de E,
(ii) pour tout x de X, il existe Ei(x) et Ey(x) avec E = Ej(z) & Ey(z) et
T, : Ei(x) — E;(f(z)). De plus la norme choisie, ||.||g, vaut la norme
max (|[ . ||, || - 1] ).

(iii) si on note Ty, = o|E; alors
a) |, ™M||g, < e M=n||ly||g, pour tout v € Ey(x),
z,l 1 1

() |1 T30l e, < ePetem||ly|| g, pour tout v € Ey(z),
avec g < 0 < A\ ete < IT)\OZ’I)\TIO;
Soit F:'Y =Y un recouvrement de f, tel que pour tout x de X
(i) Fy est C',
(i) il existe une fonction § : X — R telle que §(f*(x)) < 6(z)e® et ||FL(0)] <
6(f(z)),
(i1i) Lip(F, —T,) < ¢.
Alors, il existe une unique famille g = {9, }zex, invariante par F, telle que pour tout
T, g, soit une application continue de Ey(x) dans Ey(x), et F;' soit contractante

sur le graphe de g, de rapport de contraction au moins e~*1=29),

Démonstration : 1’idée est d’adapter le plus possible la démonstration de la proposi-
tion 2.1.1 du cas linéaire. Nous allons noter Lip(FE:(x), E2(z)) l'espace des fonctions
1-lipschitziennes de E;(x) dans Ey(x). On reprend aussi toutes les notations du cas
linéaire :

On appelle p,; les projections sur l'espace E;(z) parallelement & E;(z), puis
Fy “ Pf(x)i © Fz. On remarque que Fy; o (id,0) est encore inversible pour tout
o € Lip(E,(z), E>(x)), et on appellera I';, Popérateur défini par

Iyt Lip(Er(2), B2(z)) —  Lip(E1(f(2)), E2(f(2)))
o — Fyyo0(id,0)o (Fyo(id,0)) ",

Il s’agit simplement de la transformation de graphe par ’application F}. On constate
encore que I'y envoie Lip(E;(z), Fy(x)) sur Lip(E1(f(z)), Eo(f(x))).

On se fixe alors un point z de X, et on prend une application o dans Lip(F1(x), Ea(x)).
Comme Lip(F, —T,) <&, on a

1F52(0,0(0)) = F2(0,0)[| < (€4 +£)a(0),

et
| F2,1(0,0(0)) — F,1(0,0)|| < €0(0).

Ceci montre que
IT2(0)(0)]] < €**0(0) + 25(x).
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Posons x(z) & 155 26(f 777 (x))e! 2 3). La fonction & est & variations lentes,
c’est & dire que x(f*(x)) < k(z)e?, et si on suppose que ||o(0)|| < x(z), alors on
aura ||I';(0)(0)]| < &(f(x)). Considérons I'ensemble Lip, (F:(x), E2(z)) des appli-
cations 1-Lipschitz de Ej(x) sur Fy(x) telles que leur valeur en 0 soit de norme
plus petite que k(z). Nous venons de voir que I'; envoie Lip,(FE:(x), Es(z)) sur

Lips(Ey(f(x)), E2(f(2))).
De plus si 01 et 0y sont dans Lip,(E;(z), E>(x)), alors
ITo(01)(y) = Talo) ()l < €M7 ||or(Fop 0 (id, 01) 7 (y) — 02(Fap 0 (id, 01)) ' ()],
(2.6)

pour tout y de E;(z), et comme (F,; o (id,01))~" est Lipschitzienne, nous avons

(e (i, 00) )] € 1=z (ol +0(2) +20(0)).

Posons I'? “ LCpn1(zy 0 Tpn2gy0... 0@, et notons 0, I'application de E1(f™"(z))
dans Ey(f~™(x)), qui & tout y associe 0. Alors 0,, appartient & Lip, (E1(f~"(z)), E2(f~"(z))),
et si n et p sont deux entiers, la majoration (2.6) entraine que

n n n 19 e_)\1+s "
72 Ouis) ) = D @) < €59 [ ) ol

(6(z) + e () f <1f:+j+)] ]
~ 2.7)

L’inégalité (2.7) montre finalement qu’il y a convergence uniforme sur tout compact
de la suite de fonction (I}, (05))nen- On pose alors

déf
gw(y) = lim I—\f n(m)(on)(y) )

n—-+o0o

la convergence uniforme assure que g, est continue, et la définition montre que
F3(92) = gf(z)- De plus I'inégalité (2.7) prouve également I'unicité d’'une telle famille

g -

2.2 Propriétés des feuilletages

2.2.1 Le théoreme de la variété instable

Dans cette section, z désigne un point régulier, qu’on supposera dans A,. Si § est
un réel de |0, 1] on notera W;(z), 'ensemble des points y tels que pour tout n € N,

F7(y) € ®pniyB(0, 017 (f(x))).
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On définit de méme W}; en inversant f et f ~1. La théorie de la transformation de
graphe, dans le cas linéaire, utilisée dans les cartes de I'atlas de Lyapunov au-dessus
de lorbite du point z, avec T = df,(0), f = fs, et A\; = e, permet d’établir le
résultat suivant.

Proposition 2.2.1 Soit x € A, et 6 €]0,1]. Alors
(i) @, (Ws(x)) est un graphe d’une fonction continue g,

g s BY0,80 Y(2)) — B*(0,80 }(z))

et QE(O) =0;
(ii) fo (@7 (Wi5(2))) N B(0,817(f(2))) = @7y (Wi5(f(@)))-

La transformation de graphe montre en fait que ’application g, est 1-lipschitzienne.
Cependant elle est aussi différentiable. Nous allons en donner la preuve, car nous en
aurons besoin pour montrer que le feuilletage est Holdérien.

Si z € B(0,17(x)) et si fz(z) € B(0,I7(f(x))) on définit ¥, par

U, LR*,R*) — L(R", IR
v — W,(v)

ou ¥,(v) est Papplication définie par

déf
graph(¥.(v)) € df,(2) (graph(v)).
Si g est une application de W s(x) sur L(IR*,IR?), on définit I'application ¥, de
fa (Wé‘é(x)) NWi, 5(f(2)) dans L(IR*, R®) par

U,(fa(2) = T.(g(2)).

La théorie de transformation de graphe, avec T' = df;(O) et z — WU, pour tout z
de W;;(z), montre que ¥, admet un unique point fixe, qu'on notera 9g,(z). De
plus si 0,, désigne 'application de B“(0,6!7*(f~™(z))) dans B*(0,8l"'(f"(x)))
constamment égale a po(f;"(2)), et W7 I'application Wiy o...0 Wzn,, alors
les suites (I“SCL(O,I,Z))"EIN et (¥7(0)),en convergent uniformément en z sur W's(x)
respectivement vers g, et 0g,(z). Ainsi g, est différentiable et dg,(z) = 0g.(2).
La proposition 2.2.1 donne également une vitesse de contraction. Ainsi si y ap-
partient a Ws(z), on a
1
limsup — log d(f"(y), f"(z)) < —=A +e.
n——oo |n|
La définition de la variété instable globale, W*(z) = U,,cnv f/*(W{*(f~"(2))), montre

alors que
W(z) = {y € M, limsup — log d(f"(y), f"(x)) < —A+}.

n——00 |7’L|

Nous avons aussi une seconde caractérisation de W}*(z).
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Lemme 2.2.2 Soit © un point dans A,. La variété instable locale, W} (x), est la
composante conneze de W*(x) N ®,B(0,17 (x)) qui contient z.

Démonstration : clairement W} (x) est connexe et contient x. De plus, la composante
connexe de W*(z) N ®,(B(0,I7'(z))) qui contient = est une sous-variété, connexe,
donc connexe par arc. Supposons qu’elle contienne un point y qui n’est pas dans
W(z). 1l existe un arc ¢t — ¢(t), t € [0, 1], dans la composante connexe de W*(z) N
®,(B(0,17(z))) qui contient x, qui joint le point y au point x. Cet arc rencontre
W(z) en un point, z = c(to), tel que pour tout ¢t € [0, o[, c(t) ¢ W (x). Aucun
voisinage de z dans la topologie de W*(z) ne peut étre homéomorphe & un ouvert
de IR, ce qui contredit le fait que W*(x) est une sous-variété de dimension u. —

Comme f est C'7@ il est légitime de penser que g, a plus de régularité que
la simple différentiabilité. L’application z — W"(z) est seulement mesurable, mais
nous allons voir dans la section suivante qu’elle a plus de régularité sur les ensembles
de Pesin. nous verrons également que I'application g, est de classe C'*%, ce qui
prouvera que W*(z) est de classe C''Te.

2.2.2 Propriétés holdériennes

I est important de connaitre la régularité de l'application x — W*(z). D’une
maniere générale, nous ne pouvons pas avoir plus que de la mesurabilité. Toutefois,
sur chaque ensemble de Pesin, les estimations sont uniformes, et il est raisonnable
d’espérer plus de régularité. Le but de cette section est de prouver, que d’une part
les applications z — E"(z) et £ +— FE®(x) sont héldériennes sur chaque ensemble
de Pesin, et d’autre part qu’elles sont a-holdériennes, respectivement sur W/ (x) et

Wi (x).
a(2)\ — Te)

2 max(log |||df ||, log|[|df |I])
x — E%(z) et © — E*(z) sont B-héldériennes sur chaque A.(n). La constante de

Hélder est alors égale a une constante C multipliée par I(x).

Proposition 2.2.3 Posons [ = . Les applications

Démonstration : On considere un point x régulier. Dans les cartes au-dessus de x et
de f~!(z), lapplication df ! peut se voir comme une matrice

(0 5)

Si v %y 4 v* est dans IR“"*. et si on pose w “ d]/”;_l(v) = w" + w®, alors,
w" = Av" et w® = Dv’. (2.8)

67()‘725

Si on suppose en outre que v est contracté d’au moins ) par df:;l, les égalités

(2.8) entrainent que

A" + Dv*| < e” A2 [ + o]
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Toutes les normes étant équivalentes, a une constante universelle pres, on peut sup-
poser que pour tout vecteur v = v* + v®, |v| = |v*| + [v°|, et donc

[Al[v"] + [D[Jv*| < e”372 [0 + 0[]

Le terme | A||v"| est nécessairement plus grand que e~ '8 l4l/|y%| et le terme | D||v?|
plus grand que e*~¢|v°|, ce qui entraine que

e—log|||df|||‘vu‘ +€)‘_5‘1}8| < e—(A—Qs) Hvu‘ + |?)5|].

Finalement on doit avoir

s —(A=2¢) _ o—log|[|df][|
v e e

|,Uu| — er—€ — e—(A-2¢)

Supposons maintenant que ’on perturbe la matrice, pour avoir

AE &1
go D. )’
et si v est encore un vecteur contracté par cette matrice (dans les bonnes cartes), et
si les deux sous-matrices A, et D, ne sont que de trés petites perturbations de A et
D, T'inégalité (2.9) devient
|US| e—()\—2£) _ e—log|||deH—25 4 ‘82|€)‘_35
|/Uu| — eA 3 _ g~ (A-2¢) _ |€1‘eflog|||dfm+2s'

(2.10)

Prenons y dans B(0,17%(z)) N A,(0). Il existe un unique n tel que
y € B(z, ||ldf; ![[| "™ 1% (@) et y ¢ Blx, |||df, || Ve D2 (2)).

Ceci signifie que pour tout k € {0, ..., n}, f7%(y) est dans @ k() (B(0, 17 (f~*(x)))).
Pour tout £ on notera y_x le point @;}k(z) (f~*(v)). On suppose que n est assez grand

. déf [an
pour que si m = [7], alors

e—mlogllldr Il < o (2.11)

On remarque que la définition de m entraine que nao — m > m. Par hypothese
[lyol| < lollldf ||| e~ (2.12)

Dans le but d’estimer les matrices €; et g9 lorsqu’on fera de grandes itérations,
et non plus une seule comme dans la discussion précédente, nous donnons un lemme
technique.
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Lemme 2.2.4 Soit Y = E x X un fibré trivial sur l’espace métrique (X,d). On
se donne f une application de X dans lui-méme, et on se donne un relevement F
de f sur'Y qui est a-Hélder, de constante de Hélder, Cp, et telle que ||F|| soit
uniformément bornée. Alors pour tout n € IN, et pour tout couple (z,y) € X?, pour
toutve E, on a

1™ (y)v = F"(z).0]| < Cr ida(fk(fﬁ), RO IIF )0l IFI"F, (213)
ou F"(x) désigne F(f™"(z)) o F(f"(z))o...o F(x).

Démonstration du lemme : la démonstration se fait par récurrence. Pour n = 1 c’est
trivial. supposons que c’est vrai pour 7, et démontrons le pour n + 1.

[F™ ()0 — FP (@)l < [[(F(f" () — F (" (2))-F"(y)-v|]
+HIF(f (@) (F"(y)v — F*(2).0)]|

< Crd®(f" (@), M W)IF"(y) -]
+ I (y)-0 — F*(x).v]].

Cette derniere inégalité, associée a I’hypothese de récurrence prouve que la majora-
tion (2.13) est vraie pour n + 1, et ceci achéve la preuve par récurrence. —

Retour & la démonstration de la proposition Si v € IR*"® est un vecteur unitaire
de E"(y) vu dans la carte de Lyapunov au-dessus de z, alors, la faible variation de
z + l(2) le long des orbites entraine que pour tout k,

" (yo)vl| < e7HA+2jy .

Le lemme 2.2.4 appliqué & f;*l et f;*l et la majoration (2.12), montrent que pour
tout v dans E%(y) vu dans la carte de Lyapunov au-dessus de z,

ldf, ™ (yo)w — df, ™(0).0]| < Cy lo|||df; ||| e 2mes x

m—1
[ldf M| D e KO f|gr )|k,
k=0

Ainsi, il existe une constante C' telle que

dF™(yo).v — df.™(0).v|| < C e 2nee(ra=m)log lldfa "Il (2.14)

0 D 2 DE
les applications linéaires df;™(0) et df, ™(yo). Les deux relations (2.14) et (2.11)

. A 0 A , .
Supposons que les matrices ( ) et ( = Cl ) , représentent respectivement
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montrent que les sous-matrices A, et D, ne sont que de trés petites perturbations
de A et D. De plus, e™ >> 10e3™, et donc (2.10) montre que

‘US| - Ce—(z\—4s)m e—mlogmdf|||—|—2ms + e—mlogmdfflmem()\—%)
)

‘Uu| - em(A—3e)

ou C' est une constante qui ne dépend que de f et l5. Ceci montre alors, qu’il existe
une constante C', qui ne dépend que de f, M, et [, telle que

S
|’U ‘ S Ce_(Z)\_7€)m. (215)

—nlog|||df~

an DL .
Comme m ~ o et d(z,y) ~ e "Il La majoration (2.15) prouve que si o,

désigne le graphe de ’application linéaire E*(y) dans la carte de Lyapunov au-dessus
z, il existe C' constante qui ne dépend que de f, M, telle que

lloy|| < Clod’ (2, y). (2.16)

La relation (2.16) prouve la proposition. —
Un corollaire important de la proposition 2.2.3, est la variation globale Holder de
I’application Jacobien instable.

Définition 2.2.5 On note ¢ Uapplication x — —log J*(z), ot J*(x) est le jaco-
bien de Uapplication df : E*(x) — E*(f(x)).

Nous avons alors.

Proposition 2.2.6 L’application ) est B-hildérienne sur chaque A,(n). De plus,
le coefficient de Holder est alors égale a une constante universelle multipliée par
lo ens.

Démonstration : Pour tout z de A, nous avons 0 < e~ [ #lll < (J¥(7))~* < 1. De
plus z — E™*(z) est B-holdérienne sur A, et sur chaque feuille stable ou instable. —

On remarque aussi, que dans I’étude précédente, la difficulté consistait a évaluer
||oy]|- Si on suppose que y € W*(z), on peut remplacer le terme log|||df ~!||| par le
coefficient de contraction e™**¢. De plus, le théoréme de la variété instable montre
que dans ce cas ||oy|| < 1. La définition de § entraine alors le résultat important
suivant.

Proposition 2.2.7 L’application ¢ est a-héldérienne sur chaque Wi (z), ouz €
A, (n). Le coefficient de holder est alors égale a une constante universelle multipliée
par lge"e.
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2.2.3 L’absolue continuité

Sur M, les variétés stable et instable produisent localement une structure pro-
duit : Si z et y sont deux points réguliers suffisamment proches, alors W (z) "W} (y)
ne contient qu’un unique point. Une question naturelle est alors, de savoir si les
mesures invariantes gardent cette structure produit. D’une maniere plus générale,
on peut définir des holonomies locales, et comme dans [5], il devient intéressant
de connaitre les mesures invariantes ou presque invariantes par ces holonomies. La
premiere mesure a laquelle on peut s’interesser, est la mesure de Lebesgue, puis-
qu’elle existe naturellement sur chaque sous-variété plongée. Les holonomies ne sont
que Holder-continues, si on se resteint & des ensembles du type LY (A, (n), ou tout
simplement mesurables sur A,, et, il n’est donc pas nécessairement vrai, que par
holonomie la mesure de Lebesgue portée par W, se projette en une mesure ab-
solument continue par rapport a Lebesgue. Le but de cette section est de prouver
que le feuilletage stable (resp. instable) possede une propriété de ce type, appelée
absolue-continuité du feuilletage.

La premiere étape consiste a définir soigneusement la notion de tranversale. Dans
le cas uniformément hyperbolique, les feuilles instables sont, localement, toutes
“paralléles”, et la structure produit introduite par ’application [.,.] : (z,y) —

S (@)NWE (y) est définie uniformément. Ici, le point y peut étre un point régulier
trés proche de z € A,(0), mais se trouver dans un A,(n) avec n tellement grand,
que la composante connexe de W¥(y) N ®,(B(0,/7'(x))) qui contient y, n’est pas,
dans la carte au dessus de z, un graphe “parallele” a celui de g,. Une transversale
ne sera alors transverse au feuilletage que pour certaines feuilles assez “paralleles”.

Définition 2.2.8 Soit x € A,. 5t ¥ est un compact de M, on dira qu’il est locale-
ment transverse au feuilletage stable au point x, si X C ®,(B(0,17 (x))), et 2,1 ()
est inclu dans un graphe de classe C** de BY(0,17(z)) dans B*(0,17*(z)) de pente
plus petite que 1/2.

Nous explicitons cette notion de “parallele”.

Définition 2.2.9 Soit x un point de A,.(n). Soit ' € IN, un entier donné, r' > r.
On appelle voisinage parallélisant d’ordre ' du point x, et on le note VP(r', x),
I’ensemble des points y de A D A, tels que
1. y € B, (B(0,17(2)))
2. La composante conneze de @1 (W (y)) qui contient ' (y), qu’on note (Wi (z,y)),
et la composante connere de O (W*(y)) qui contient ®;'(y), qu’on note
O (W (x,y)), sont respectivement des graphes de B*(0,17*(z)) dans B*(0,17*(z))
et de B5(0,1(z)™') dans B*(0,1(x)™"), de pente plus petite que 1/2.
3. Pour tout y dans VP(r',x), l(z) < l'(y) < 100l(z).
Soit § €]0,1[; on appellera d-voisinage parallélisant d’ordre v’ du point = les points
de VP(r',z) N ®,(B(0,6l7(z))). On le notera § — VP(r', z).

L’existence des voisinages parallélisants permet de définir une notion de W*-
conjugaison locale entre les transversales au feuilletage stable comme dans [5]. Si
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Y1 et Xy sont deux compacts localement transverses au feuilletage stable au point
z, ils sont tous les deux images de deux graphes (z, ¢1(z)) et (z,p2(z)) par ®,. Si
r’ > r est un entier fixé, les composantes connexes des variétés stables W*(y) qui
contiennent y, pour y € VP(r',z), définissent dans ®,(B(0,/7*(z))) des graphes
de B*(0,17'(x)) dans B*(0,]7'(x)) de pente petite, et donc, elles définissent une
holonomie stable de ¥; dans Y5, qu’on note 6.

Définition 2.2.10 Soit r' > r un entier fizé. Soit x € A,. Soit 0 I’holonomie stable
définie par les points de VP(r',z). On dira que le feuilletage stable est localement
absolument continu au point x, si pour tout choiz de (X1,%5), Lebg, (A) = 0 si et
seulement si Lebs, (0(A)) = 0 pour tout A C 1. Si pour tout x de A, le feuilletage
stable est localement absolument continu au point x, on dira qu’il est localement
absolument continu.

Proposition 2.2.11 Le feuilletage stable est localement absolument continu.

Démonstration : On se fixe donc deux compacts localement transverses au feuilletage
stable au point z, ¥; et ;. Ils sont dans l'images de deux graphes (z,1(2)) et
(z,¢2(2)) par ®,, et on consideére I’holonomie # de ¥; sur ¥5. On notera A; I'image
par ®, de chaque graphe de ;. Nous allons adapter la démonstration du cas Anosov
(voir [21] ou [17]). Le lemme clef de la démonstration est le suivant.

Lemme 2.2.12 Soient N et N' sont deux variétés compactes riemanniennes, et
K C N un compact de N. Soit (g,)new est une suite d’applications injectives de K
sur N', qui converge uniformément vers l’application borélienne et injective g. On
suppose que pour tout entier n, g, admet un jacobien J, pour les mesures rieman-
niennes, et que la suite (J,)new converge simplement vers J. Alors g admet J pour
sous-jacobien.

Démonstration du lemme : Soit K un compact dans K. On peut supposer que g est
continue sur K. On se fixe un 6 > 0 et on note K; < {y € N',d(y,9(K)) < d}. Par

le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, on a

Leby: (g(K)) = lim | Leby: (Ks).

Par ailleurs la convergence uniforme des g, montre que pour tout ¢ il existe un ng
tel que pour tout n > ny, g,(K) C Kj, et donc

Vn>mng Leby (gn(K)) < Leby: (g(K)) + ¢.
L’injectivité de g, montre que Leby: (g, (K?)) = S r JndLeby, et le lemme de Fatou
prouve que

Leby (9(K)) > / J(z) da.

K
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Ceci étant vrai pour tout compact, .J est un sous-jacobien. —

Nous allons appliquer ce lemme & la bonne suite de transformation (6™),c, ol
A" sera une application de ¥; dans ¥, qui approximera 6.

On commence par se fixer ' > r. On suppose que ¢ est encore tres petit devant
XY log(1 — 1/7'). On fixe x dans A,. Si y est dans V P(r', z), alors il existe n,
tel que y € A (k), avec k < n,. Ainsi, si y est un point de VP(r', ), et z, un point
dans la composante connexe de ®,(B(0,17!(z))) N W*(y) qui contient y, il existe un
entier n (uniforme en z et y) tel que f"(z) appartienne a ® () (B(0,1' ' (f(y))))-
Quitte a itérer un certain nombre de fois par f, on peut supposer, que pour tout
y € VP(r',z), Wt (z,y) est égale & W (y) N ®,(B(0,17(z))). Si z € 3 est dans

(y) N @, (B(0,17%(x))), 8(2) est alors aussi dans Wy (y).

On se fixe n, et on va construire #". L’ensemble f™(A,) est une variété compacte
de dimension u. On le recouvre par des “cubes” disjoints, c’est a dire qu’on construit
une partition, chaque élément de la partition étant un connexe qui contient un point
f™(z;) avec, z; € Xp. On suppose en outre que chaque cube est propre, dans le sens
ot C; est I'adhérence de lintérieur de C;. Si f™(w;) est le point précisé avant, le
point z; est dans un W (y), avec y = y(i,n), et y € VP(r', z) ; on suppose alors que
le cube est suffisamment petit pour que pour tout k£ < n,

FTHC) € fP7H (D) N @ gy (B(O, 7 (75 (9))))-
Enfin la compacité assure qu’on peut trouver un tel recouvrement fini.

Soit C; I'un de ces cubes. L’holonomie # induit une holonomie image sur C;, qu’on
notera 6,, et qui est définie par 6, = f" oo f~". On associe ainsi a I’ensemble C;
son image par 0", K;, sur f"(A,). Clairement | | K; D f"(X;). Si z est un point de
¥ N f7™(K;), on note y un point de VP(r', z) tel que pour tout & < n

G C P H(A2) N @iy (B0, 1 (f"* (1))

On note 2’ % 6(z), et pour tout k£ dans [0, n]
~ déf
2 =Dl 0 fH(2) < (3 2),
_ dé
de= 050 FH) () ).

Dans la boule B(0,'""(f*(y))), les ensembles (b;nl(y) o f™"(Ay) et @;,}(y) o f™"(Asg)
sont deux graphes de deux applications @7 et @3 de pentes plus petites que 1/2.
En reprenant les notations de la transformation de graphe, dans la famille de cartes
au-dessus des points f*(y), on aura ¢} = I'}(;). On pose alors

Zn = (id, T} (p2)) o p" o J?; o (id, 1) (25)-
Comme Z,, est dans le graphe de ¢3 qui est de pente petite,
1 Zn — 2'n|| = (127 — 251 (2.17)
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La transformation de graphe montre que

20 = Zull = |IT}(1(21)) = TH(02)(Z3)]] < 70X 729, (2.18)

et la contraction le long des feuilles stables locales, qui définissent 1'holonomie 6
(puis 6y, ..., 6,), prouve que

||¢>;§(y) o f™(z) — @;nl(y) o fM2)|| < Cl'(y) e ™ *2d(z, "), (2.19)

ot C est une constante universelle. Les trois relations (2.17), (2.18), (2.19) montrent
qu’il existe une constante universelle C', telle que

1% = Z3 1| = [ln — Zall < CU(y) e "X %), (2.20)
Il existe une injection linéaire, 17, de B*(0,1'™"( fk( ))) dans elle-méme telle que

) d
pout teut € B0 (740))), § a8 (C) € OV e ")
alors Y7 (w") € (@;n(y) (Cy)) et |Jw™ — Y (w )H < Cl’(y) e "X =2)_On note alors

= frltyy 0 (i, T} (i22)) 0 47 (z3),
et pour tout k,
e = 5 (P ().
2"y est un point du graphe de ¢, qui est de pente faible, et donc,

ny

[12"0 = 2'ol| = [12"5 — 2l, (2.21)

ce qui entraine que pour tout £ < n,

"y

12”5 = 'kl = 112" — Z'k |- (2.22)
La majoration (2.22) montre qu’il existe une constante universelle C, telle que
d(z',2") < Cl'(y) e” "X =2), (2.23)
Notons 6"(z) = Con 1 application 6™ est globalement injective et continue sur chaque
f™(K;). De plus elle converge uniformément vers 6.

Il faut maintenant étudier la convergence des jacobiens. Avec les notations précédentes,
le jacobien de 0™ en z est donc

detdfir,,pan(F4())
H |det dfir Thi, ,,)fk(Az y(fE(2"))

||det¢?|-

L’application w € A, +— T,Ay est a-Holder, de coefficient Cy. Dans la carte
(®,, B(0,I'""(y))) elle est a-Holder, de coefficient plus petit que I'(y)Cy. De plus
la transformation de graphe montre que

192 (dpz) — o (dipo) || < 7|25 — 2 ||* + CU ()12 — 7 11°,
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ol C est une constante universelle, et ou ¥ désigne la transformation de graphes
des application linéaires vue dans les cartes au-dessus de la famille des f*(y). En
itérant ce raisonnement pour les temps plus petits que n (les points f*(z),f*(2') et
f*(2") restent dans la méme famille de cartes), on obtient pour tout k¥ < n :

193 (dip2) = Vo (dipn)l| < C3l'(y) |24 — 2"kl (2.24)

ot Oy = Cy Y725 e ka@¥—4) T3 majoration (2.24) montre que pour tout k, la
variation de lespace tangent & f¥(A,) est a-Holder, de constante plus petite que
C41l'(y). Comme s, est de petite pente, f est dilatante sur Ay, et donc application
2"+ log (det(df|Tz,fk(A2))) est a-Holder, de constante plus petite que C"5 I'(y). Ainsi,

det (df R '
| det( \Tfk(z,)fk(Az)( @) < C2 U (y)en ‘25),(2.25)

60”2 ll(y)e—na(/\l—ZE)
= k(L1 =
k=0 a6ty ko T D)

De plus, 9} est linéaire, et
lid — || < ™22, (2.26)

ot C est une constante qui ne dépend que de z. Les deux relations (2.25) et (2.26)
prouvent que si J,(z) converge, il converge vers

too | det dfir e )fk(Al)(fk(Z))|
- | det df|Tfk(z,)fk(Az)(fk(zl))| ’

si ce dernier produit existe.

Vu dans la carte locale, les deux espaces tangents T, fEA et Tyx(y f A, sont
assez proches. La transformation de graphe montre que pour tout £ < n

1%, (dp1) = W (dpa)|| < €724 dipy (2'5) — dip (25) |

k—1
+ C’l'(y) Z e—2(k—p)(>\'—25)Hzg _ ZI;Ha’

ce qui entraine que
195, (dipr) — W% (dpo) || < CU(y) |27, — 2] |* (2.27)

Par ailleurs, la régularité de f implique qu’il existe une constante universelle C, telle
que pour tout w de M,

| det dfi 4, (w) — det dfi4, (w)| < Cd(Ay, Ay), (2.28)

pour tout couple de sous-espaces de dimension u, (A;, As), dans T, M. Les deux
relations (2.27) et (2.28) montrent que

detdfir  pan(F4(2)) = det dfi, oo (P < O [l = 2 (229)



2.2. Propriétés des feuilletages 111

Enfin, la variation Holder de df montre que

lfir, e, ean (P (&) = dfir,  pran (FEEDIT< CUY) (12 — 2l[*. (2:30)

La continuité du déterminant, la contraction le long des feuilles stables, et les rela-
tions (2.29) et (2.30) montrent que le produit

too | det dfr e )fk(Al)(fk(Z))|
5 [detdfny i ()

converge et est majoré par Dd®(z,z'), on D est une constante qui dépend de ¥,
Yo et de z.
Ainsi, pour tout entier n, le jacobien J,, de ’application §™ converge simplement.
Le terme
| det dfp G )fk(Al)(f ()]

J(z) Y
) H ety poan ()

est donc un sous-jacobien de #. En inversant les roles de ¥; et Y5, on prouve ainsi
que # admet J comme jacobien. —

Remarque : Si les deux transversales sont inclus dans des variétés instables locales,
W (z1) et W*(z2), le jacobien J de I’holonomie stable, 6, est alors

+00 Ju kZ
11 (f*(2)

S ST

En inversant f et f~! on montre :
Corollaire 2.2.13 Le feuilletage instable est localement absolument continu.

Nous allons tirer une conséquence importante de l’absolue continuité locale. On
considere un point x de A, ; pour simplifier les notations, on supposera qu’il est dans
A, (0). On consideére alors un entier 7’ fixé, tel que toutes les estimations précédentes
soient vraies, et on considére le d-voisinage parallélisant § — V P(r', x). La discussion
faite précédemment montre qu’on peut supposer que pour tout y € 6 — VP(r', x),

loc(®, ) (resp. Wi (z,y)) est égale a Wit(y) N &,(B(0,17 (x))) (resp. Wii(y) N
®,(B(0,17%(z)))). Dans 6 — VP(r',z), on suppose qu’il existe un borélien R ayant
les propriétés suivante :

(P1) RC§—-VP(r',x);

(P2) Si z est dans R, et si 2/ est dans R, alors le point [2/, 2] & VVl,( NWi(2)
est encore dans R.
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Pour tout z de R, on note W*(z, R) Y Rn #(z) et W*(z,R) Y Rn 7(2).
La propriété (P2) montre qu’'on peut définir une application ¥, zp de W"(z, R) x
W*(z,R) dans R, par VU, g(z1,22) = [21, 22)- De plus elle est bijective, et continue
par continuité des feuilletages lorsqu’on se restreint a4 6 — V P(r', z). Pour la méme
raison, la bijection réciproque est continue pour la topologie produit. C’est donc
un homéomorphisme. Par ailleurs, les deux ensembles W*(z, R) et W*(z, R) sont
dans des sous-variétés plongés, et ils possedent chacun une mesure canonique Leb}
et Leb}, restrictions des mesures riemanniennes sur les sous-variétés.

Proposition 2.2.14 Supposons que Leb(R) > 0. Alors la mesure de Lebesgue res-
treinte a R, Lebg, est équivalente a la mesure image, ¥, g, Leb, @ Leb;.

Démonstration : Nous allons démontrer que chacune des deux mesures est absolu-
ment continue 'une par rapport a 'autre.

Etape 1 : On montre que la mesure ¥, r.Leb} ® Leb; est absolument continue par
rapport a la mesure Lebesgue. Pour cela, on va copier la démonstration de I’absolue
continuité locale du feuilletage.

Fixons n assez grand. Pour simplifier les notations, nous noterons parfois, et
quand il n’y aura pas ambiguité, ¥ an lieu de ¥, g. f"(W}(z)) est une sous-variété
plongée dans M, et il existe une constante C' qui ne dépend que de R, telle que pour
tout y dans W*(z, R), I'(f"(y)) > Ce2"¢. Ainsi, si y est dans W%(z, R),

B(f"(y), Ce™) C Bpugy) (BOU7 ("W). (231)

De plus, la variation Holder des feuilletages montre que si ¢’ est dans W*(z, R), et
si f7(y') € B(f"(y),C 1), alors,

ko (WE™ (W) 0 B(f (), C e ™)) C graph(gl), (2:32)

ou g,/ est une application de IR dans IR* de pente plus petite que 1.
Quitte a prendre n suffisamment grand, on peut également supposer deux propriétés
supplémentaires.

M) € B(f"(y),Ce ') = f"(Wi(y') € B(f"(y),Ce ™), (2.33)

et si f™(y') n’appartient pas & la composante connexe de f™ (W (z))NB(f"(y), C e~%)
qui contient f™(y), alors

d“(f(y), f"(y')) > 10C e "N =102), (2.34)

On recouvre donc f*(W¥(z, R)) par les boules B(f"(y),C e™'%"¢), et on utilise le
théoreme de Besicovitch pour extraire de ce recouvrement, un sous-recouvrement
fini, chaque boule intersectant avec au plus C'(M) autres boules. Avec ce recouvre-
ment fini, on construit une partition en “cellules”, chaque élément P; étant dans un

® fa(y,) (B(O, l’_l(f”(yi)))), et avec au plus C'(M) voisins.
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SizZ e fm™P)n W“(z R), dans la carte ((an(yi),B(O,l,_l(fn(yi)))), on écrit
f™(2') sous la forme (2, 2'*). On note alors X3 (2') = {w € B(0,!'"(f"(y;))), w" =
20} [T o ®pny,)(X5) est une sous-variété plongée, et on note A (2') la composante
connexe de " 0 @ n(y,)(X5) N Py (B(0,1 () qui contient 2'.
Nous établissons un lemme technique.

Lemme 2.2.15 Si y et y' sont deux points de W¥(z, R) tels que f™(y) et f"(y')
sont dans le méme P;, mais f"(y') n’appartient pas d la composante conneze de
fr(Wi(2)) N P; qui contient f™(y), alors

ALY NAL(Y) = 0.

Démonstration du lemme : Siw est dans AS (y')NAS (y), alors la distance d(f*(y'), f*(w))
est toujours de l'ordre de d*(f*(y'), f¥*(w)), pour tout 0 < k < n. De méme

d(f*(y), fF(w)) ~ d*(f*(y), f¥(w)), pour tout 0 < k < n. Ceci montre alors que
d(y,y') ~ d*(y,y'), ce qui est faux (voir Fig.1 avec § ~ e~'9%¢]'(2)). =

Fig.1
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Supposons maintenant que Af (y')NAS (y) # 0, pour deux points y et y' de W*(z, R).
On prend donc w dans Uintersection. La définition des A (2’) montre que pour tout

k<mn,
d(f*(y), f*(w)) ~ e X4,

et donc d(f™(y), f*(y")) ~ e ™% De plus les points f*(y) et f*¥(3') sont toujours
dans une méme carte locale, et donc on doit avoir

d(f*(y), f*(w)) ~ d"(f* (), fH(w)).

Ceci montre que si f"(y) est dans P; défini & partir d’'une des boules du recouvre-
ment, f"(y') est forcément dans I'une des C'(M) boules qui l'intersectent. De plus la
condition (2.34) et le lemme 2.2.15 montrent qu’au plus un seul point f"(y') dans
chacune de ces boules peut étre tel que A (y') N AS(y) # 0.

En faisant ce méme raisonnement avec f~! au lieu de f, on construit pour chaque
2" de W*(z, R) une sous-variété A%(z"), telle que pour w, il existe au plus C'(M)
points y; de W#(z, R) tels que w € A¥%(y;).
La transformation de graphe montre que A% (2') et A%(2") sont respectivement les
images par ®, d’un graphe de B*(0,1' *(z)) dans B*(0,' *(z)) de pente plus petite
que 1/2 et de classe C'™ et d’un graphe de B*(0,I' '(x)) dans B*(0,I' *(z)) de
pente plus petite que 1/2 et de classe C'™®. Ces deux graphes s’intersectent donc
en un point exactement. On note alors

R, ={w, 3(7,2") e W"(z,R) x W*(z, R) {w} = A (2') N AL(2").

Si w est dans R, {w} = A7 (2') N AL(2"), on écrit w = W] p((2',2")). ¥}  est donc
de degré au plus C(M) x C(M); comme pour I’absolue continuité locale, la suite
d’applications (97 z)new converge uniformément vers W, g, et pour tout n, U7 ,
admet pour jacobien

- JU(fH())
Jn Z,, Z” =
' ! g det df|Tf’“°‘I’?,R<(z',z”))fk(A%(Z”))(fk o U7 p((2',2")))
- S —k (N
X H JE(f7R(2"))

- -k n 1o
k=0 det df‘Tf—ko\y?,R((Zl,zu))f*k(A%(z’)) (f ° \Ijz,R((Z ) R )))

x det, (Tus e D", T e B5(2))
ou le terme detpgu+s (TWZ’R(Z:,ZH)AZ(z” ),Tq,Z’R(zf,zu)Afl(z’D désigne le déterminant
dans la base canonique de IR*"* d’une base formée de vecteurs de Tyr (21,2 AR (2")
et de vecteurs de T@Z,R(Z/,Z/:)A;(z’ )-

Etudions la convergence ponctuelle de ce jacobien. Le graphe A?(2') rencontre
le graphe Wj'(2") en z;,. Le graphe A%(z") rencontre le graphe W;i(2') en 2, et le

graphe A? (2') rencontre le graphe A% (2") en z3 ) U7 R((#',2")). Comme les graphes
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sont tous de classe C''*2, la discussion faite dans la preuve de ’absolue continuité
locale montre que

n det (df‘ ks )fk(Au(zll))(fk(Z3)))
k=0 det (df\ i )fk(m(z"))(fk(22)))

converge vers 1 lorsque n tend vers I'infini (variation Holder de I’espace tangent).
De plus les points zy et [/, 2”] sont toujours dans la méme carte, car ils sont sur
la méme variété stable locale. Ainsi la transformation de graphe, la continuité du
déterminant et du log montrent que

e det (dfiry g, v (2, 21)
k=0  det (df\ ey A"(z”))(fk(ZQ)))

converge vers 1 quand n tend vers l’infini. En procédant de méme avec f~!, on
montre finalement que J,((2, 2")) converge presque partout vers

2 def J" fk ) - Js(f_k('z”)) s u(
L ey L e . s W) i)

Ainsi

A U S
LebR(\Ilz,R(B)) > W //Bjd\l]Z,R*LEbz ®L€bz,

ou A est une constante. Ceci prouve que
(wz,R*Lebg ® Lebs (U, p(B)) > 0) — (LebR(\Ifz,R(B)) > 0).

Etape 2 : On montre que la mesure de Lebesgue est absolument continue par rapport
a la mesure U_(Leb? ® Leb?).
Supposons que B soit tel que ¥_(Leb? ® Leb?)(B) = 0. Ceci s’écrit

// 15dV, Leb; @ Leb; = 0,
et est équivalent a
// Tp o U(2,2")dd2" = 0. (2.35)

Du fait de I’absolue continuité locale du feuilletage instable, I’égalité (2.35) entraine
que pour Leb? presque tout 2’,

Lebs,(Wi(2') N B) = 0. (2.36)

Dans la carte au-dessus de z, (®,, B(0,171(x))), on définit les horizontales (resp. les
verticales) par ¥.“(z*%) ) B“(0,17Y(z)) x {2} (resp. 3%(2%) “ {z*} x B*(0,17(x))).
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On définit aussi le borélien R® comme J,.p Wji(w), et de méme on définira le
borélien R*. Chaque horizontale X*(2*) est un graphe de classe C*** de B*(0,17"(z))
dans B*(0,17*(x)), et on notera Leb , la mesure Lebg (su(ysy)nrs- Compte-tenu de
I’absolue continuité locale, (2.36) prouve que pour y*® fixé, pour Lebj, ,.-presque tout
point 2’ de ®,(X*(y*)),

Leb, (W (z')Nn B) = 0. (2.37)

On consideére toujours que y* est fixé. On définit alors une application © sur ®,(3%(z%))N

R’ x W#(z, R) par
{6z, 2")} = Wii(z') N 0,(2"(2%)).

La démonstration précédente s’adapte, et on prouve donc que la mesure O, (Leb}f,ys ® Lebj)

est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Réciproquement, si C'
est un borélien de mesure nulle pour ©, (Leb}j,ys ® Lebs), I'absolue continuité locale
du feuilletage stable permet encore d’utiliser le théoreme de Fubini, et pour Leb]
presque tout point de W*(z, R), y'°,

Leb +(C) = 0. (2.38)

Compte-tenu de I’absolue continuité du feuilletage en horizontales, I’égalité (2.38)
entraine que pour Leb; ,.-presque tout Y,

Leb} ,+(C) = 0, (2.39)

ou Leb; .
produit dans la carte au dessus de z, on a bien montré que Lebg(C) = 0.
Ainsi, les deux mesures Leb et ©, (Lebﬁys ® Lebﬁ) sont équivalentes. On note J le

jacobien. Pour tout borélien C,

désigne la mesure Lebs s/ .unmpe. Comme la mesure Leb est la mesure
B, (25(2))NR

Leb(C) = /]IC.J do, (Lebj, ,» ® Leb))

= // Ig0O(¢,2").J 0O, 2") dLeby, .« (2')dLeb; (2")
_ / J1co0O(2,2").J 0O, 2")dLebs (")
B [ JoO(2,2")dLebs (")

Par unicité du systéme de mesures désintégrées, la relation (2.40) prouve que pour
Lebj, ,.-presque tout 7', la mesure désintégrée de Lebesgue, LEBj’, est absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesque Leb?,. La relation (2.36) implique
alors que LEB? (B) = 0 pour Lebj, ,.-presque tout z', et donc Lebg(B) = 0. Ceci
finit la preuve de la proposition. —

/J 0 O(7', 2")dLeb}(2")dLeby, . (2').

(2.40)



Chapitre 3

Construction d’un sous-systeme

3.1 Recouvrement markovien

3.1.1 Du lemme de poursuite

Pour établir un lemme de poursuite, nous allons utiliser la proposition (2.1.9).
Dans un premier temps nous raisonnerons par analyse, en étudiant ce que doit étre
une pseudo-orbite, ainsi qu'une orbite pistante. Ensuite nous ferons la synthese en
définissant clairement les pseudo-orbites, puis en énon¢cant un lemme de poursuite.

Analyse

On considere deux points x et y dans A, tels que f(z) et y soient suffisament
proches. On suppose en outre que I(f(z)) et I(y) sont comparables.

Dans la carte de Lyapunov au-dessus de y (quitte & la restreindre  un @, (B(0, 6.7 (y)))),
les variétés stable et instables locales W7 (f(z)) et W*(f(z)) sont deux graphes res-
pectivement de B*(0,17!(y)) dans B“(0,17}(y)) et B*(0,17*(y)) dans B*(0,1(y)).
De méme les espaces tangents Tp) W/ (f(2)) et Tpa)W*(f(x)) sont deux graphes
d’applications affines o) et o¥, respectivement de IR* dans IR* et IR" dans R’ et
de petites pente si f(x) et y sont suffisament proches (il y a continuité Holder des
espaces tangents). Nous écrirons

{ 03(2) € Li(z = fr(@) + fo@) et L3 <e,

ob(@) Y Li(z = ') + (@) et ||LY]| <e,
ol (f*(x), f*(x)) désigne le point ®,*(f(z)) dans IR" x R*. L’application df () vue
dans les cartes (d®,, R""") et (d®,, graph(c¥)®graph(cs)) est une application affine
T. Si p, et ps désignent respectivement les projections sur IR* x {0}* parallelement &
{0}*xIR® et sur {0}*x IR’ parallelement & IR* x {0}°, on construit alors I'application

T': R*" — IR*"® de la maniére suivante :
Si v, € R* x {0}*, alors T'(v,,) “ puo T(vy),

117
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si vs € {0}* x IR* alors T"(vs) Y s o T (vs),

T' est affine sur IR***.
On définit ’application F' comme étant CID;l o fo®,. Lu dans la carte de Lyapunov,
et comme f(z) et y d’une part, et I(f(z)) et [(y) d’autre part sont proches, on aura
encore Lip(F—T) < 2¢. De plus si z; et 2y sont dans B(0, [(z)"H)NF~Y(B(0,1(y)™1)),
et si z1 = v} + v] et 29 = vy + v3, alors

1F(21) = T'(21) = F22) + T'(22)|| < (e + I Lg]| + IL3 1D 1|21 — 221,
ce qui entraine
Lip(F —T') < A4e. (3.1)

T est affine, et si on note 7" sa partie linéaire, la majoration (3.1) montre que

Lip(F —T") < 4e, (3.2)
I @)l > o
et { 1T (W)l < e+, (3:3)

Les propriétés (3.3) et (3.3) montrent qu’on peut alors utiliser la proposition (2.1.9)
en remplagant € par 4e.

Il faut maintenant préciser ce que f(z) et y proches signifie : Sur I’ensemble
des points = de A,(0) les applications z — E**(x) sont -hdldériennes. On choisit
C constante qui ne dépend que de [, telle que la constante de Holder de ces deux
applications soit plus petite que 1/C. On choisit aussi p entier tel que pg > 1 + f.
On remarquera que p > 3. On note alors €1(x) pour tout z de A, la valeur

er(@) “ int ((cg)é lP(lx)’ %) |

Le terme en Bz assure que dans les cartes de Lyapunov, les points sont assez
proches.
Si y est dans A,(n), dans la carte au-dessus de y, on va avoir

ol < e lla, (@) < et (f(2), ). (3.4

Sid(y, f(z)) < min(ei(f(z)),e1(y)), la relation (3.4) montre que

lozll < e
1
»(z)
et instables (qui varient de fagon Hélder) sont relativement “paralléles”.
Nous allons changer la définition de ’application /.

Ainsi, le terme en assure que dans les cartes de Lyapunov, les variétés stables

Définition 3.1.1 L’application | sera désormais définie par x — sup(lo, l(z))
l

Si z et y sont deux points de A, tels que d(f(z),y) < e1(y) et e cl(y) < I(f(z)) <
e“l(y), alors f(z) € ®,(B(0,1(y)™Y)) et | LY < e, ainsi que ||LE]] < e.
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synthese

Nous commencons par donner les définitions des pseudo-orbites et orbites pis-
tantes.

Définition 3.1.2 Soit 5 un réel strictement positif. On appelle B-pseudo orbite de
M toute suite de points (x;)icz telle que pour tout i

(1) x; est un point de A,,

(2) e “Uwit1) < Uf(2)) < e l@ira),

(8) d(f (i), zit1) < Ber(zir) et dlwi, [~ (zir1)) < Ber(mi).

Définition 3.1.3 On dira que lorbite (f(x))icz d-piste la pseudo orbite (z;)icz Si
et seulement si pour tout i f*(z) € ®(x;)(B(0,06l(z;) 2)).

Nous avons alors :

Proposition 3.1.4 (lemme de poursuite) Pour tout 6 > 0 il existe § > 0 et
r' > r, tels que toute B-pseudo orbite soit §-pistée par une orbite d’un point de A, .

De plusr <r' < W

Démonstration : Fixons nous un 1 > § > 0. On choisit S suffisament petit pour que
5> 48 Z;;og eI(=2+10¢) On suppose aussi que S est suffisament petit pour que tout
graphe de pente plus petite que 1/2 de B*(0,1(z;)~!) dans B*(0,1(z;)~!) s’envoie par
f sur un graphe de pente petite que 1/2 de B“(0,1(z;;1)"") dans B*(0,1(z;41)7})
pour toute S-pseudo orbite (z;);cz, ainsi que tout graphe de pente plus petite que
1/2de B*(0,I(x;1)~") dans B*(0,1(x;41)~") s’envoie par f~! sur un graphe de pente
petite que 1/2 de B*(0,1(x;)™") dans B*(0,1(x;)™").

Fixons nous une [-pseudo orbite (z;);cz ; la proposition (2.1.9) et I'analyse faite
précédemment prouvent que pour tout i, il existe deux graphes wj ;(3) et w; ;(8)
respectivement de B¥(0,6l(x;)~!) dans B*(0,6l(z;)~!) et de B*(0,6l(z;)~!) dans
B*(0,6l(z;) ') tels que

CI);-IH ofo (bwz(w;,’t(ﬁ)) ) wZ,m(ﬁ)
et (13;;1 ofod, (w;,z(ﬁ)) C w;,i+1(5)-

Les propriétés de contractions/dilatations de ces graphes montrent que pour tout 4,
pour tout z de w¥ ;(8) et pour tout n > 0, f~"(Pq, (2)) est dans ,,_, (B(0, 617 (zi—n))),
et pour tout z de w} (B) f(Ps;(2)) est dans g, (B(0,60™" (#34n))). Par construc-
tion l'intersection des graphes wy ,(8) et w; ;(8) se fait en un unique point. Si on
note

déf
{2} = Py (wy:(8) Nw;,(6)),
lorbite de x d-piste la S-pseudo orbite puisque, d’apres la proposition (2.1.9), pour
tout 1,

)

Ju(3) 1 (O} X RO < g ki (8) 1 QR x {03 <
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il reste maintenant a prouver que le point x est un point régulier. Le graphe U’Z,i(ﬁ)
est invariant (au sens de (3.5)), et contractant lorsqu’on itere f~'. Ceci prouve que
pour tout v dans T®,,wy ;(B)(x) et pour tout n positif

|ldf ™(z).v|| < K l(xo)e_()‘_25)".

Un méme raisonnement, avec f, montrera que pour tout v dans T(mez,i(ﬁ) (z) et
pour tout n positif
|df™(z).|| < Ky 1(z)e” P2,

Ceci montre qu’il y a une décomposition de ’espace tangent au-dessus de z, en
une somme directe d’un espace contractant et d’un espace dilatant. Par ailleurs,
le variation de l'angle entre ces espaces est de 'ordre de d®,' o d®,, et est donc
majorée par K e®. Ceci prouve que z est un point régulier, et il appartient a A, tel
que A > X > X\ —4e. Comme ¢ < A/100, on obtient I’encadrement de 7’ annoncé, et
la proposition est démontrée. —

Remarque : L’appartenance des points pistants a ’ensemble des points réguliers,
avec un coefficient tres proche de celui d’origine, montre que les estimations faites
pour les points de A, seront valables & 4¢ pres, en particulier les variations Holder
des feuilletages et des jacobiens.

3.1.2 Aux rectangles de Markov

Nous allons maintenant utiliser les pseudo-orbites pour construire un ensemble
de rectangles qui auront une propriété de Markov. En particulier cet ensemble sera
un recouvrement de A,, ce qui assurera qu’il est de mesure de Lebesgue positive.

Nous savons que A, = | |, . Ar(n). De plus pour tout entier n f"(A.(0)) C
A(0)U...UA(n). Par ailleurs f et f! sont deux C'*te-difféomorphismes sur la
variété compacte M et sont donc lipschitziens de constantes respectives C(f) et
C(f ).

On se fixe un § > 0 et on lui associe un 8 comme dans le lemme de poursuite.
on suppose que 0 est fixé suffisament petit pour que

Ky
200 K,

6 <

Pour recouvrir A, on va étre amené a comparer les valeurs de €;(z) et de &1(f(x)).
Dans £ nous avons introduit un terme en 1/{?(x) pour tenir compte des variations
Hélder des feuilletages. Comme [ est a variation lente, [P est a variations controlées
par eP. Si x est un point de A, on notera alors

9() “ inf (e‘f”6 b e1(z),e7P*

B B
2C(f) —1)51(*’”)’551(33)) .

20(f
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Lemme 3.1.5 Il existe un recouvrement dénombrable de A, par des boules B(z;,e9(x;))
ot chaque x; est dans A,. De plus, pour tout n, le nombre de boules ayant un centre
dans un méme A.(n) est fini.

Démonstration : Nous allons construire un recouvrement A,(n) pour chaque n qui
vérifiera les propriétés recquises. Dans A, (n) on prend un réseau eo-séparé maximal.
Ce réseau est fini car A,(n) est relativement compact, et il existe deux constantes
C1(n) et Cy(n) telles que C1(n) < ez(x;) < Cy(n). L’ensemble des boules B(x, g5())
recouvre A,(n) car le réseau est supposé maximal. On prend alors une réunion
dénombrable d’ensembles finis, ce qui donne un ensemble dénombrable —

Notation : on notera P; = {p'} 'ensemble des centres de ces boules.

Nous savons qu’a toute [-pseudo orbite de points de Pjs il existe une unique
orbite qui la -piste. Cette orbite est celle d’un point régulier, mais qui est dans un
A, avec ' > r. Nous allons voir une sorte de réciproque.

Lemme 3.1.6 Pour tout point x de A, il existe une [(-pseudo orbite (x;)icz de
points de Py, -pistée par [’orbite de x.

Démonstration : On prend donc z dans A,. Il existe un ngy tel que z € A, (ng).
On trouve alors p° € PsN A.(ng) tel que z € B(zg,&2(70)). De méme f(x) €
Aq(ny), et il existe p' € Ps N A.(ny) tel que f(z) € B(x1,e2(x1)). Comme ny €
{ng — 1,m9,m9 + 1} nous avons e~¢l(p°) < I(p') < el(p®). Par définition du B,
z € ®p0(B(0,61(p°)~2)) et f(x) € pu(B(0,dl(p')~2)). De plus I'inégalité triangulaire
montre que d(f(p°),p') < Be1(p') et d(f~1(p'), p°) < Bei(p®). On pose alors 2y = p°
et 7, = p'. Ce raisonnement peut étre fait pour tout f”(z) pour tout n € Z, et on
peut ainsi trouver une S-pseudo orbite, (z;);cz, qui est d-pistée par I'orbite de x. —

Définition 3.1.7 On appellera Y5 le sous-ensemble de (Pg)z formé par toutes les
B-pseudo orbites de Ps. On appellera O la projection naturelle de Y5 sur Aq, qui a
une pseudo-orbite associe l'unique orbite qui la §-piste.

Par abus de langage, un mot fini de X; sera aussi appelé code. Si p’ € P; on notera

C[p’] I'ensemble des pseudo-orbites (y,)new telles que yo = p?, et T} “ 0s(C[p’])
sera I’ensemble des points de A, dont l'orbite d-piste une pseudo-orbite de C|[p’].

Lemme 3.1.8 L’application O est continue pour la topologie produit de (P(;)Z.

Démonstration : On rappelle tout d’abord ce qu’est la topologie produit sur (P(;)Z.
. iy Z . .
Siz = (7;)iew et un élément de (P;)™, ainsi que y = (¥;)ien, alors

1

d(z,y) < sup{gp » @ tels que y; # z}.

Chaque cylindre C[p?] est alors un ouvert pour la topologie induite par cette métrique.
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Fixons nous un point z = (z;);ez, avec g = p’, et posons z = O(z). Siy € T} est
tel que les morceaux d’orbites (f"(z))ne—n,n] €t (f"(Y))ne[-n,n O-pistent la méme
pseudo-orbite , cela signifie que d(x,y) < I(p?)6Ke NA=3) on K est la constante
de Lipschitz de ®,;. Ainsi, pour tout p > 0, si N est tel que (p/)dKe VA3 < p
et si y est une pseudo-orbite telle que d(z,y) < 1/2%, alors d(x, ©s(y) < p, et donc
Oy est continue. — B -

Nous allons maintenant voir que les propriétés des T; sont similaires a celles des
rectangles markoviens du cas Axiom-A.

On se fixe un ensemble 7. Si y est dans T}, il existe une pseudo-orbite y = (y;)iez
dans (P5)% telle que y = O;(y), et yo = p’. Les deux morceaux pseudo-orbites
Yy = Wi)iez_ ety = (Vi)ienm, définissent dans la carte au-dessus de p/ deux graphes

w;‘_’o(ﬁ) et w;+,0(6). Par ailleurs y est dans A/, et I'invariance des graphes montrent
que <I>pj(w§,,o(ﬁ)) C Wu(y) et D (w§+’0(ﬁ)) C W*(y). De plus ®,; (wz,’o(ﬁ)) et
@i (wy+ o(B)) sont connexes et contiennent y. La composante connexe de W*(y) N

@, (B(0,07*(p?))) qui contient y est connexe par arc, et est donc nécessairement
Dy (w- (B)), ainsi que la composante connexe de W*(y) N @, (B(0,1*(p))) qui

contient y est nécessairement @, (wy,- ((8)). Ceci prouve que y est dans le voisinage
parallélisant de z, V P(r', p).

Définition 3.1.9 Si y = (yi)iez est une pseudo orbite dans (P5)”, on appelle
variété stable locale en y, et on la note W (y), I'ensemble

dé .
W) < {2 = (s)iem € (P)%, Vi > 0z = i},
On appellera aussi variété instable locale en y, ’ensemble

Wi () Y {2 = (z)iem € (P)%, Vi < 0z =y},

La discussion précédente se synthétise de la maniére suivante.

Proposition 3.1.10 Soit y un point de T;; y est alors un point de VP(r',p?), et
si on écrit y = O;(y), avec y = (Yi)icz dans (Ps)% et yo = p’, alors la composante
conneze de W*(y) N @, (B(0,171(p?))) qui contient y est exactement O5(Wk,(y)).

Comme corollaire a cette proposition, nous précisons la définition des variétés stables
locales dans un Tj.

Définition 3.1.11 Si x € T}, on note W"(y,T;) Uintersection de T avec la com-
posante conneze de W*(y) N @, (B(0,171(p?))) qui contient y. De méme on note
W (y, T;), Vintersection de T avec la composante conneze de W*(y)N®,; (B(0,17(p?)))
qui contient y.
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Nous allons voir maintenant les propriétés du type Markov des ensembles 7.

Proposition 3.1.12 Les (T})jew forment un recouvrement en rectangles de A,,
c’est a dire que
(i) A C UJTJ ,
(it) si x et y sont dans T; alors W*(z,T;) et W*(y,T};) s’intersectent en un
unique point z, et z € T} ;

Démonstration : L’ensemble T des T forme évidemment un recouvrement de A,,
comme le montre le lemme 3.1.6. Fixons nous dans 7; deux points z et y; on trouve
deux codes T = (z;)iew et ¥ = (¥i)iew dans (P5)% tels que x = O4(z) et y = O5(y).
La composante connexe de W*(z) N®,; (B(0,17(p?))) qui contient z est exactement
O5(W}.(z)), et est I'image par ®,; d’un graphe de pente petite de B*(0,17'(p"))
dans B*(0,17"(p’)). De méme, la composante connexe de W*(y) N ®,; (B(0,17"(p)))
qui contient y est exactement O5(W;.(y)), et est I'image par ®,; d’un graphe de
pente petite de B*(0,17'(p’)) dans B*(0,1~'(p?)). Ces deux graphes s’intersectent
en un point z; leurs propriétés d’invariance montrent que l'orbite de z J-piste la
pseudo-orbite z = (2, );cz définie par

Zn; = Yn, pour tout ¢ >0
Zn; = Yy, pour tout 7 < 0.

z est dans (Pj)%, et donc z est dans T} car zy = p’. —

Remarque : Si z et y sont dans le rectangle T; on notera [z, y] Y W*(z,T;) N
W*(z,T;). L’application (z,y) — [z,y] est continue sur T; x T}, puisque image par
©s (qui est continue) de lapplication similaire dans C[p’] (qui est un ouvert), qui
elle est continue dans (Pj)%.

A cette étape de la construction, le recouvrement n’est pas markovien. Tout
comme dans la construction de Bowen (voir [4]), il vérifie quand méme une propriété
de Markov, lorsqu’on se restreint aux intersections, autorisées par les codes dans
(P5)*, entre 'image d’un rectangle et un autre rectangle.

Proposition 3.1.13 Les rectangles sont markoviens : Soient T; et T; deux rec-
tangles, respectivement codés dans Py par les lettres p? et p*. On suppose qu’il existe
x € (Ps)% tel que 1o = p’ et 11 = p*. Alors si x = Os(z), on a z € T, f(z) € T,
FWe(a, 1)) > We(f (@), T) et f(W*(x,T})) € W*(f (), T).

Démonstration : En inversant f et f~! on remarque qu’il suffit de démontrer juste
une des deux inclusions. A x on associe la pseudo-orbite x = (;);cz dans (Ps)%,
telle que 7y = p’, 71 = p’ et Os(z) = z. L’ensemble O5(W{.(z)) est la composante
connexe de W*(z)N®,; (B(0,17'(p’))) qui contient z et est I'image par ®,; du graphe
w; ,(8) de B*(0,17*(p’)) dans B*(0,17'(p?)). L’invariance de ce graphe montre que

O o f o By (who(B)) C wiy(B)),
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et donc si o désigne le shift sur Y,

f(©s(Wiie(z))) € Os(Wige(o(2)))- (3.7)

Si z est dans W*(z,T}), il existe une pseudo-orbite z = (z;)icz dans (P5)% telle que
2o = P, et z; = x; pour tout 7 > 0. Ceci prouve que f(z) est dans T; et (3.7) prouve
que f(z) appartient & la composante connexe de W*(f(z)) N ®,:(B(0,17(p*))) qui
contient f(z). Ainsi

W (@, ) € W(f (@), R).

Le fait que le recouvrement soit dénombrable et non pas fini est un sérieux
obstacle a la construction d’une partition markovienne. Nous avons cependant le
résultat important suivant.

Lemme 3.1.14 Presque tout point de A,, au sens de la mesure de Lebesque, n’ap-
partient qu’a un nombre fini de rectangles du recouvrement précédent.

Démonstration : On choisit un point = de A, tel que pour tout entier p > m(z), et
pour tout y dans A,, B(y, K e *ly) N Wi.(z) = 0, et B(y, K e ?ly) N W (z) = 0.
Ceci prouve donc que = ne peut appartenir qu’a un nombre fini de rectangle. —
Les résultats précédents peuvent se formaliser de la maniere suivante :

Proposition 3.1.15 Pour tout §' on peut trouver un recouvrement de A, par des
rectangles markoviens, inclus dans A, de diamétre plus petit que 0', et tel que
presque tout point de A, n’appartient qu’a un nombre fini de rectangles.

Démonstration : il suffit de remarquer que le diametre de T} est plus petit que 2K7¢.

3.1.3 Et leurs différentes mesures de Lebesgue

L’hypothese de conservativité permet d’assurer que dans un rectangle de mesure
de Lebesgue positive, presque tout point revient une infinité de fois par itération
de f. Afin de construire une mesure o-SRB, nous allons définir un sous-systéme sur
un bout de variété instable. Il convient alors de vérifier que la mesure de Lebesgue
désintégrée le long des feuilletages stable et instable dans un rectangle, est encore
la mesure de Lebesgue Leb} ou Leb%. Plus précisément le but de cette section est
de prouver que sur un rectangle de 7, la mesure de Lebesgue et la mesure locale
Leb? ® leb; sont équivalentes.

Si p’ est un point de P, les points de T; sont inclus dans VP(r',p’), et la
proposition 2.2.14 s’applique.

Proposition 3.1.16 Soit T; un rectangle de mesure de Lebesgue positive. Soit x un

point fivé de T}, et Wy, Uapplication de W*(x,T;) x W*(z,T;) dans T; définie par

U, ((2%,2%)) = [, 2°]. Alors Wy 1, est un homéomorphisme. De plus, si Lebg . et
Leb; 1. désignent respectivement les mesures de Lebesgue des sous-variétés plongées

w (:Ej et W*(z) restreintes et renormalisées a W*(x, T;) et W*(z,Ty), alors Vy,1,, Leby 1 ®
Lebinj est équivalente a Leij.
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3.2 Le systéme réduit (F,gy)

3.2.1 Construction d’un bon rectangle

Le recouvrement construit précédemment ne vérifie pas nécessairement la pro-
priété de Markov en général. Si T; est un rectangle de mesure de Lebesgue positive,
I’hypothese (Hs) de conservativité montre que presque tout point « de T} revient une
infinité de fois dans 7} par itération de 'application f. Si n est tel que f"(z) € T;
nous n’avons pas forcément

{ [T W (e, Ty)) > W(f" (), T;)
[T We(a, T;)) € W2(f"(x), T).

La propriété de Markov est néanmoins utile pour avoir d’une part de la régularité sur
I'opérateur de Perron-Frobenius, et d’autre part pour pouvoir “épaissir’ le systeme
via ’extension naturelle. Il convient donc de définir avec soin le sous-systeme qui
aura cette propriété. Le but de cette section est de construire un bon rectangle
possédant une propriété de type Markov.

On recouvre A, par des rectangles comme dans la partie précédente; on note 7
ce recouvrement.

Définition 3.2.1 Si T, est un des rectangles de T, et si T; = O5(C[p’]), avec
p’ € Xs, on dira que T est d’ordre n si et seulement si p’ € A, (n). Si m est un
entier, on notera T, l’ensemble des rectangles de T d’ordre strictement plus petit
que m, et T™, ’ensemble des rectangles de T d’ordre plus grand que m.

Nous allons voir la proposition clef de la démonstration du théoreme. Il s’agit de
construire un rectangle ayant une vraie propriété de Markov, et qui soit de mesure
de Lebesgue positive. Pour se faire, nous découperons les rectangles déja construits
T; en morceaux comme dans [4].

Si T} est un rectangle de 7, et si T; € T est tel que T, NT; # () on pose :
lez = {z¢€ T]’Wu(x’TJ) N7, =10, Ws(x’Tj) NT; = (D}a
T; = {e €T W (e, )N # 0, W (2, Tj) N T; = 0}
T, = {zeT,W"x,T))NT; #0,W*(z,T;) N T; £ 0};
T = {z €T W@, Tj) NG =0, W*(z,T;) N T; # 0}.

Définition 3.2.2 On appelle famille mazimale de rectangles la donnée d’un entier
m € IN* et d’un nombre fini de rectangles de Tp,, F = {To, ..., Tk}, tels que

(i) Leb( N (k]T}) >0;

T,eT™ i=0
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(it) pour tout T; ¢ F dans Tp, Leb( ﬂ ﬂ ) 0.

T,eT™ =0
Proposition 3.2.3 Il existe des familles mazrimales de rectangles.

Démonstration : T recouvre ’ensemble A, qui est de mesure de Lebesgue positive. De
plus, chaque rectangle 7; de 7 contient ’ensemble U; “ B(p?,e2(p”)) N Ay (ny), ol
n; est 'ordre de p/. Comme T est un ensemble dénombrable, il existe un rectangle
Ty, d’ordre minimal, tel que Leb(Ty) > 0 et Leb(Uy) > 0. L’hypothése de non
intersection brutale implique qu’il existe un entier m, et un ensemble S C U,, tels
que Lebr, (S) > 0, pour tout rectangle 7; dans 7™, et pour tout = de S,

Wi z)NT =0 =W;(z) N T

Ceci entraine en particulier, que pour tout 7; dans 7™, S C T,;. Intéressons nous
maintenant aux rectangles dans 7. Il n’y en a qu’un nombre fini, et nous pouvons
découper T comme dans [4].

Si x est dans 1}, on note

m{TOZa TonNT #0,T; € Ty, €Ty, i€ {1,2,3,4}}.

Cet ensemble de rectangles {T'(x), z € Ty}, forme un recouvrement fini en rectangles
(I'intersection d’un nombre fini de rectangle est encore un rectangle) de Ty. On notera
{13, ..., T;} ces rectangles. Comme ils sont en nombre fini, il existe un indice j, tel
que Leb(T; N'S) > 0. Supposons que Ty vérifie cette propriété. Il s’écrit Mier Ty
(¢ = i(l)), ce qui signifie que T} est inclus dans I’ensemble fini des rectangles 7;,

tels que i(l) = 3; il n’y en a qu'un nombre fini, et 7 est I'un d’eux; on les notera

def {Ty, ..., Ty}, et on appellera F; la famille génératrice de Tj. Soient T, € T

dans T x € T{N S, et j tel que T5 C T; (ie T; € Fop); x est dans T} et donc
dans @, (B(0,0172(p’))) C B(p?, K617%(p’)). De plus, z est dans S C Uy, et Ty est
d’ordre minimal, ce qui implique que [(z) < [(p’). Ainsi, par définition de 4,

2K 6 Ky
_ < :
2(pd) = 10002(x)

ce qui montre que
T; C ®,(B(0, Kyl (x))). (3.8)

La relation (3.8) prouve que W*(z, T;) est inclu dans W}, (), et que W*(z,T}) est
inclu dans Wy, (). Alors, nécessairement, € Tj;. Comme TN S est de mesure
positive, ceci montre que le (i) de la définition 3.2.2 est vrai.

Construisons maintenant une famille maximale de rectangles. ’ensemble des rec-
tangles dans 7y, est fini. De plus, il existe des rectangles T} tels que la famille
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génératrice F; vérifie la condition () de la définition 3.2.2. Ceci prouve qu’on peut
trouver une famille F = {Ty,...,T}} de rectangles de 7, telle que F vérifie la
condition (¢) et card(F) soit maximal parmi cet ensemble de familles qui vérifie (7).
Cette famille F est nécessairement une famille maximale de rectangles de 7. —

Définition 3.2.4 Soit (m,F = {Ty,...,T}}) une famille mazimale de rectangles
k

de Tpn. On définit une relation d’équivalence R dans ﬂ T; par, xRy si et seulement
§=0
si pour tout entier j € [0, k], pour tout T; dans T,

LNTi#0= (z€T) < yeT}).

k
Si R' est une classe d’équivalence pour R dans ﬂ Tj, et si x est dans R', on note
§=0
Wt(z, R') Uintersection de R avec la composante conneze de W™ (x)N (ﬂ?:o @, (B(0, l_l(pj))))

qui contient x. On notera de méme W*(z, R').

La définition des ensembles W*(z, R') et W*(z, R') n’est pas tres pratique. Nous
allons voir une propriété plus parlante.

Lemme 3.2.5 Soit (m,F = {Ty,...,T;}) une famille mazimale de rectangles de
k

T Soit R est une classe d’équivalence pour R dans ﬂ T;. Alors pour tout x dans
§=0

R, W(z, R) C iy We(a,T)).

Démonstration : Par construction, W?*(z,T};) est I'intersection de 7T avec la com-
posante connexe de W"(z) N @,;(B(0,17'(p?))) qui contient z. R’ est dans tous les
rectangles 7}, et donc U'intersection de R’ avec la composante connexe de W*(z) N

(ﬂf:o o, (B(0, l_l(p7)))) qui contient x est contenu, pour tous les j € [0, k], dans
I'intersection de 7} avec la composante connexe de W*(z) N ®,;(B(0,17*(p?))) qui
contient x. Ceci prouve que W*(z, R') C ﬂ?:o We(z,T;). —

Nous allons maintenant voir la proposition clef de cette section.

Proposition 3.2.6 Il existe un borélien R' qui vérifie les propriétés suivantes :
1 R’ est un rectangle de mesure de Lebesque positive ;
2 1l existe une famille mazimale de rectangles de Tp,, (m, F = {Tp,...,Tx}) ,

telle que
k

(i) R' soit une classe d’équivalence pour R dans ﬂ T; ;
=0

(i) Si T, ¢ {Ty,..., Ty}, alors R' 0T, = 0.
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(#ii) Pour tout entier j € [0, k|, pour tout T; dans T™,
Wu(l', Tk) N1, = Ws(:v,Tk) N1, = 0.
3 Six est un point de R' et si f"(z) appartient aussi ¢ R, alors

"Wz, R)) c W(f*(2), R) et f"(W*(z, R)) D W*(f*(x), R').

Démonstration : on commence par prendre une famille maximale de rectangles de 7,,,,

k
(m, F = {Ty,...,Ti}). Par hypotheése Leb ( ﬂ ﬂTﬁ) > (0. Comme ’ensemble
T,eT™ =0
T est fini, parmis toutes les classes d’équivalences pour R, il en existe au moins une,

k k

R', telle que Leb(R') > 0et R' C n ﬂ T};. De plus { ﬂ ﬂ T} est un rectangle
T,eT™ i=0 TeT™ i=0

comme intersection dénombrable de rectangles, et la finitude de 7, implique que R’

k

est un rectangle. Ceci prouve 1. Par construction R' C n T; (2 (1)), et I'hypothese
5=0

de maximalité de F entraine 2 (ii). La construction de R’ entraine également 2 (%ii).

Il reste a vérifier le point 3.

On choisit donc x dans R’ tel que f"(z) soit aussi dans R'. Nous allons prouver
que f"(W*(z, R')) C W*(f" (), R').

On commence par montrer que W*(z, R') C ﬂ;?:() We(z, T;).

Soit y dans W*(x, R'). Tout comme les points x et f™(x), le point y appartient
exactement aux rectangles {7y, ..., T%}. Nous allons montrer que f"(y) n’est aussi
¢lément que des rectangles {Ty, . .., T }. Soit y = (Yn)nez € (Ps)” tel que O4(y) = v.
Comme y est dans R', nécessairement y, est 1'une des lettres {p°, ..., p*}. Supposons
qu'on ait yo = p°. Comme W*¥(z, R') C W*(z,Ty) C O5(Wj.(y)), la proposition
3.1.13 montre qu'il existe z = (z,)nez dans (P5)%, tels que z; = y; pour tout
i > 0, et Os5(z) = z. Ainsi y, est nécessairement I'une des lettres {p°,...,p*}.
Réciproquement, si p’ est fixé, il existe z = (z,)nez dans (P5)%, tel que z, = p’
et O5(z) = z. Nécessairement x, est 'une des lettres {p°,...,p*}, et comme y €
Ws(z,R') C ﬂf:o W*(z,Tj), toujours par la proposition 3.1.13, il existe ¥y = (Yn)nez
dans (Pj)%, tel que O©4(y) = y et y; = x; pour tout i > 0. Ceci prouve que f"(y)
n’est élément que des rectangles {7y, ..., T} }.

Prenons 7 un rectangle tel que W*(f"(y),T;)NT; # 0 pour un certain j € [0, k].
On prend un point f"(z) dans W*(f™(y),T;) N1, (f est un difféomorphisme). II
existe un rectangle T, € T et un code z = (z,)nez dans (P5)%, tels que O4(z) = z,
zo = p? et 2" = p'. Comme f"(z) est dans W*(f"(y),T}), il existe un rectangle
T; € T, i € [0,k] et un code 2’ = (2 ) ez dans (P5)%, tels que O5(2') = z, 2, = p' et
2" = p/. Ceci montre que W*(y, T;) N T, contient {z}, et donc W*(y,T;) N T, # 0.
Comme y est dans R, W"(z, T;)NT, # 0, et 2" = W*(z,T,) NW*"(z, T;) existe. Alors
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J™(#') est & la fois dans T et dans T;, ce qui prouve que W*(f"(z),T;) N T; # 0.
Ainsi ' .
["y) €Ty = ["(z) € T,

ce qui prouve que f"(y) appartient a R’
Pour prouver que f*(W*"(z, R')) D W*(f"(x), R'), il suffit de faire comme précédemment
en inversant f et f~!. Ceci finit la preuve de la proposition. —

3.2.2 Détermination du systeme réduit

Comme dans le cas uniformément hyperbolique, nous allons définir sur R’ une
transformation reliée a f. Le systeme est conservatif, et donc Lebesgue presque tout
point z de R’ revient une infinité de fois dans R’ par itération de f et par itération
de f~1. On note R I’ensemble de ces points. Sur R on définit I’application temps de
premier retour par

r(z) “ inf{k € IN*, f*(z) € R},

puis la suite des temps de retour par

Lemme 3.2.7 L’ensemble R est un rectangle de mesure de Lebesque positive.

Démonstration : Par définition, Leb(R') = Leb(R). De plus, les propriété du type
Markov du rectangle R’ entrainent que si z revient une infinité de fois dans R' par
itération de f, alors tous les points de W#(z, R') reviennent une infinité de fois dans
R' par itération de f, et pour tout y € W*(z, R'), pour tout n, r"(x) = r"(y). De
méme si z revient une infinité de fois dans R’ par itération de f~!, tous les points
de W*(z, R') reviennent une infinité de fois dans R’ par itération de f~'. Ainsi si
z et y sont dans R, [z, y] est bien défini dans R’ et vaut W*(z, R') N W*(z, R'). De
plus [z, y] est dans R. —

Définition 3.2.8 Soit x dans R. On note W*(z, R) “Y“'Rn W (z, R'). On notera

encore [z, Y] Y W#(x, R) N W*(y, R) pour tout (z,y) € R%.

Lemme 3.2.9 Le rectangle R vérifie la propriété de Markov : six € R et si f"(x) €
R, alors

frW*(x, R)) > W*(f*(x), R) et f*(W*(x, R)) C W*(f"(x), R).

Démonstration : C’est une conséquence directe de la propriété de Markov de R', et
de l'invariance de R par f : si y est dans R et f™(y) € R/, alors f"(y) est encore
dans R. —
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Définition 3.2.10 On se fize un point xg dans R. Dans toute la suite F' désignera

Wt (z, R).

On définit une application premier retour dans R, g, par g(z) = f"@(z), et une
application gr de F dans lui-méme par gp(z) = 7 o g(z), ou 7 est ’holonomie
stable dans R sur F' (c’est a dire 'application [., F]). Comme Leb(R) est stricte-
ment positive, la proposition 3.1.16 montre que Leb"(F') > 0, ou Leb" est la mesure
riemannienne sur W¥(zy). On notera donc Lebp la mesure de Lebesgue, Leb", re-
normalisée a F'.

Définition 3.2.11 Sin € IN*, et si x € F, on note Cy(x), et on Uappelle cylindre
d’ordre n contenant x, l’ensemble

Co(@) € F =@ (W (7@ (z), R)).

Proposition 3.2.12 Les cylindres d’ordre n forment une partition de F', et sont
les images de F' par les branches inverses de gf.

Démonstration : 1l est clair que pour tout n, et pour tout z, g%(Cy(z)) = F. De plus
la propriété de Markov de R prouve que deux cylindres de méme ordre n et de n-ieme
temps de retours (r"(z) et r"(y) pour n’importe quel z dans le premier cylindre, et
n’importe quel y dans le second) différents sont disjoints. Par ailleurs, deux cylindres
de méme ordre et de méme n-ieme temps de retours sont images réciproques de deux
feuilles instables disjointes de R ; les cylindres forment une partition. —

Nous rappelons quelques notations déja introduites dans le cas uniforme.

Définition 3.2.13 Siz est un point de F', et sin est un entier, on note Ant,(z) les
préimages par gf de x. On notera aussi Ant(n, x) les points, y, de Ant,(z) = Ant(x)
tels que mp o f™(y) = x.

On rappelle que chaque cylindre d’ordre n contient exactement un élément de
Ant,(x), pour tout = de F.



Chapitre 4

Existence d’une Mesure ¢-SRB

4.1 Construction sur (F, gr)

4.1.1 Etude du jacobien de gp

Nous allons définir sur L'(Lebr) un opérateur du type opérateur de Perron-
Frobénius. Pour cela nous définissons d’abord le potentiel.

Nous rappelons en premier lieu que si z est régulier, le terme J*(z) désigne le
jacobien de 'application df, : E*(x) — E"(f(x)). La proposition (2.2.11) montre
alors que ’application 7z a pour jacobien

noo I (f"(x))
n(m

) = T g mete))

De plus si z € F, alors f*® : C;(z) — W*(f"®), R) a pour jacobien (J*)"® (w) =
I w) L Ju(f™(w)), tous les points w de Cy(z) vérifiant r' (w) = r(z) par construction
du cyhndre Ci(x).

Définition 4.1.1 Pour tout x de F nous noterons

T 70 1T I @)
(H T ) (,I_[Oﬂ(fn(gF(x))))'

J désigne le jacobien de gp.

On posera alors

si z est dans F'.

131
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Remarque : Ici nous faisons la démarche inverse de celle de la partie I. Nous montrons

(fr@n(2))
uww(»o’““q“

précédemment nous nous donnions une application w, et nous avions montré que
e ¥ était le jacobien entre deux feuilles instables.

que le jacobien entre deux feuilles instables vaut (H Tu

Tout comme dans le cas Axiom-A un point clef est d’établir une majoration uniforme
de la variation — log J" sur chaque cylindre d’ordre n. Nous avons le résultat suivant.

Proposition 4.1.2 [l existe une constante universelle k sur F' telle que pour tout
entier n, pour tout couple (z,y) d’un méme cylindre d’ordre n de F, alors

|log J"(z) — log J"(y)| < k.

Démonstration : La majoration se fait en coupant le Jacobien en deux et en majorant
chaque terme. Le premier terme estime la variation le long des orbites (par itération
de f) pour les temps plus petits que 7™ w“ r™(z) = 1™(y), et le second terme estime
les variations conséquentes a la dérive introduite par 7z pour les temps supérieurs
a r". Tous les points de R sont, d’'une part réguliers, et dans un méme A,., avec
r' proche de r, et d’autre part dans un méme rectangle du recouvrement initial 7.
La proposition (2.2.6) montre alors que z — —log J*(z) est d’'une maniére globale
B-holdérienne, la constante de Holder étant a variation lente le long de 'orbite, (car
proportionnelle a la fonction ! dans les cartes de Lyapunov). Si on se restreint a une
feuille instable Wj(x), ou a une feuille instable dans R, W*(z, R), 'application est
alors a-Holder. Ainsi, il existe une constante universelle telle que si = et y sont dans
le méme cylindre d’ordre 1, alors

log(J*)" @ (2) —log(J*) @ (y)| < Y Clla™)erd*(f*(2), f£(y)- (4.1)

Par ailleurs pour tout k < r(x), d(f*(2), f*(y)) < e ¥ 2@ =Rd(fr@)(z), fr(y)),
et donc (4.1) montre qu’il existe une constante universelle  telle que

|log(J*)" @} (z) —log(J*)" @} (y)] < . (4.2)

Nous allons utiliser un argument similaire pour montrer qu’il existe une constante
universelle k' telle que pour tout z de R

S @)) |
log (}:[0 J“(f"(gﬂx))))‘ < K. (4.3)

Par construction de R, les points g(x) = f"®) () et gr(x) = 7p o f7® () sont dans
une méme feuille stable locale W{g(x), Tj;), et ils se rapprochent donc exponentiel-
lement vite. La variation Holder du jacobien instable prouve alors que
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|log J*(f @ (z)) — log J*(£* o gr(x))| < CU(P°)e¥d’ (7@ (z), gr(x))e ¥ 22,

ce qui prouve bien (4.3).
Les deux majorations (4.2) et (4.3) montrent la proposition dans le cas n = 1.
Pour n > 1, on remarque que

r™(z)—1

T qu(rm(@)+k(
rw=( I »0*w) x (H ﬂu(éfk<gg<;)>)>)>'

On considére deux points z et y dans un méme cylindres C,,(z) d’ordre n. Alors
f¥(x) et f*(y) sont dans une méme feuille instable locale pour tous les k < r™(x).
La variation a-Hoélder du jacobien instable sur les feuilles instables locales, et donc
sur les W*(g*(z), R), pour k < n, montre qu’il existe x telle que

r(z)—1
[log(J*)" @7 (z) —log(J*)" @ (y)| < K Y e NTNe (4.4)
§=0

en majorant d(g%(z), g%(y)) par le diametre de F. La majoration du second terme
s’obtient exactement comme celle de (4.3). —

4.1.2 L’opérateur de Perron-Frobenius

Nous allons définir un opérateur £ sur L'(Lebg) qui vérifiera

/,C((,D).Qﬁ dLebr = /gp.w o gr dLebp,
pour tout ¢ € L'(Lebr) et ¢ € L*®(Leby).
Définition 4.1.3 On définit l'opérateur sur L'(Lebr), par

Lip)(z)= Y el &/Wp(y).

yEAnt(x)

Cet opérateur, qui est du type opérateur de Perron-Frobenius vérifie plusieurs
propriétés.

Proposition 4.1.4 (i) Pour tout ¢ € L'(Lebr) et ¢p € L*(Lebr),

/E(cp).lﬁ dLebr = /(p.w o grdLebg.
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(ii) L’opérateur L est un opérateur linéaire et est une contraction de L' ; en
particulier il est continu.

(i) pour toute fonction ¢, [ L(p)dLebp(z) = [ pdLebp.

(iv) L(p) = ¢ si et seulement si la mesure p définie par du(x) = ¢(x) dLebp(x)
est gp-invariante.

Démonstration : Prenons ¢ dans L! et ¢ dans L*.

/ @)Y o gr(s) dLebp(z) = Y /C (@) o gp(x) dLebp (z)

¢ d’ordre 1
= Y [ 1e@pl@)pogro) dLebe(a)as)
¢ d’ordre 1

Comme la mesure de Lebesgue est une mesure conforme pour la transformation gg,
la relation (4.5) entraine

/ o(z)1 o gp(z) dLebp(z) = > / To(g7"(2)) (97" (2))(x)e™ 8765 @) dLebp (),

¢ d’ordre 1

ot gz'(w) désigne l'unique antécédent de x par gr qui se trouve dans le cylindre
d’ordre 1, C. L’égalité (4.6) et le théoreme de convergence monotone prouvent alors
que

/E(gp).w dLebp = /(p.@/} o gr dLebp. (4.7)

En remplagant ¢ par 1 dans (4.7), on prouve (%ii). (ii) se prouve en remplagant 1)
par signe(L)(x) x 1. On montre ainsi que £ est une contraction et est donc continue.
Sa linéarité est directement une conséquence de sa définition. (iv) se prouve comme
dans le cas Axiom-A. -

Nous allons chercher un point fixe de I'opérateur pour construire une mesure
invariante et absolument continue avec Lebesgue. Dans ce but, nous montrons un
résultat intermédiaire.

Lemme 4.1.5 La famille {L"(1r)} est uniformément bornée dans L.

Démonstration : On se fixe un entier n, et on prend z € F tel que L(1p)(z) =
> e ant(zy € 57, Siy est un point de F tel que L(1p)(y) = 3 ,c gnyy €27, la
proposition (4.1.2) montre que

L(Tp)(y)e™ < L*(Ip)(x) < L™(Tr)(y)e",
ce qui prouve que

0 < £(Ip)(x) < e / £(1x)(y) dy,

et donc que ||L"(1)|| < €* pour tout n. —

(4.6)
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Proposition 4.1.6 Il existe une fonction ¢y dans L*® fixée par L.

Démonstration : On considere la suite {} Sy L5(Ip) bnew. Cest une suite de la
boule de rayon e dans L*°, et comme la boule unité B, est compacte pour la topo-
logie faible de (L%, L'), on peut en extraire une sous-suite {-- Z"’“ L LP(Tp) been
qui converge pour le topologie faible. Notons ¢, cette limite. Montrons que ¢ est
invariante par L.

ng—1 ng—1

Z Lr(Ip)) = — Z LP(1p) + (ﬁ"(]IF) — 1z) (4.8)

Le second terme de droite dans (4.8) est une fonction de L>(Lebr), et le théoreme de
convergence dominé de Lebesgue prouve qu’il tend vers 0 pour la topologie faible de
(L*°, L'). En passant alors & la limite dans I’égalité (4.8), on constate que L(pg) =

®o- T

4.1.3 La mesure invariante

La proposition (4.1.6) montre I'existence d’un point fixe dans L*. dans toute la
suite y désignera la mesure définie par

du(x) d wo(x) .dLebp(z).

Nous donnons maintenant les principales propriétés de cette mesure.

Proposition 4.1.7 La mesure u est une mesure borélienne de probabilité, gr-invariante,
mélangeante et équivalente a la mesure de Lebesque.

Le reste de cette partie sera consacré a la démonstration de cette proposition et a
I’énoncé d’un corollaire.

Preuve que p est une probabilité

1 . .
Si {-- Z"’“ LP(T) }rew est une suite qui converge vers g, on note
Ng— 1

def 1 Zﬁp

Comme [ ¢™ dLebp =1, et ||¢™||o < €* pour tout k, le théoréme de convergence
dominée de Lebesgue assure que

/goo dLebr = lim /cp"’“ dLebr =1,
k——+o00

et 1 est bien une mesure borélienne de probabilité. -
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Preuve que p est gp-invariante

C’est une conséquence des propriétés de ’opérateur L et de la convergence faible
de la suite. On commence par remarquer que puisque { an ter (1) } e converge

pour la topologie faible, les suites {"k+1 > ook LP(1 )}ke]N, et {n = >0 2P (1) heen
convergent aussi pour la topologie faible, puisque sup,, ||L"(1r)| \oo < e". Par conséquent
pour toute fonction 1 dans L', nous avons :

/ vy = / () 0o (x)dLebs ()
~  lim / ¥(z) ™ (z)dLebp(z)

ng—1

— _ P
_ kEToo ~ Z/w VLP(T)(x)dLebp ()

= lim — k /@bogF ) LP( )(x)dLebF(m)—i—nik/w(x)dlzebp(x).

(4.9)

Comme 1) est dans L!, que nous sommes dans les conditions d’application du
théoreme de convergence dominée de Lebesgue, et compte tenu de la remarque faite
précédemment, 1'égalité (4.9) devient :

[odu = [vogedn (4.10)

Preuve que p est mélangeante

Il faut utiliser le théoreme des martingales. On appelle B,, la tribu engendrée
par les cylindres d’ordre n de F. La suite {B,},cn est une suite croissante de tribu,
qui converge vers la tribu grossiere £. Le théoréeme des martingales assure que pour
toute fonction 1 dans L', IE[)|B,] converge presque surement vers . Si n est un
entier et si x est dans F' on appelle frere d’ordre n du point z tout y de F' tel que
9%(y) = g%(x). On notera alors 7, la tribu des boréliens B tels que si z € B, alors
tous les freres d’ordre n de x sont aussi dans B. On note enfin 7, la tribu N,en7,.
Cette tribu n’est pas quelconque vis a vis de la mesure de Lebesgue :

Lemme 4.1.8 La mesure de Lebesque est exacte, ce qui signifie que T est la tribu
triviale (0, F) (pour Lebesgue).

Démonstration : On se fixe un borélien B de 7T, de mesure de Lebesgue positive. Le
théoreme des martingales assure que pour presque tout point x de F' on a

1

lim — IgdLlebr =1 .
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On choisit un tel z dans F'N B, et on se fixe un € > 0. Il existe un rang N a partir
duquel
1

= | fgdLebp>1-—-¢,
Lebr(Cy[z]) /cn[x] BRI =

pour tout n > N. Si y est une fréere de x d’ordre n, il existe un homéomorphisme
naturel entre les deux cylindres Cy[z] et C,[y]. De plus, la mesure de Lebesgue est
conforme, et la proposition (4.1.2) entraine alors que

1

— IgdLebp > (1 —e)e ™, 4.11
Lebr (Caly]) /cn[y] s dLebr 2 (1 ~e) (4.11)

pour tout entier n > N. Les cylindres engendrent la tribu des boréliens de F,
et (4.11) montre que nécessairement Lebp(B) > (1 — €)e™* pour tout borélien
de mesure strictement positive dans 7,,. Puisque la mesure de Lebesgue n’est pas
atomique, 7T, est la tribu triviale. —

Si ¢ et ¢ sont deux fonctions mesurables de L™, telles que [ ¢ dLebr = [ ¢ dLebp
0, alors

/ oo gpdLeby = / I [|7;] ¢ o g dLebp

par définition de IE[.|7,]. Ainsi, pour tout n

‘/gow o gpdLebp

< / B[l T, | dLebel[1]]oo (4.12)

Si n — +00, le théoréme des martingales montre que IE [p|7,] converge dans L' et
presque surement vers [ ¢ dLebp = 0. Alors (4.12) prouve que

lim [ pypoghdLleby = 0 (4.13)

n—+o0o

et comme p est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, (4.13)
montre que

lim [ gtpoghdy = 0 (4.14)

n—-+o0o

Ceci étant valable pour tout couple de fonctions d’intégrales nulles, le mélange de
la mesure p est acquis. —

Corollaire 4.1.9 La mesure y est ergodique pour le systéme (f, gr)
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preuve que . et Lebrp sont équivalentes

Notons O le borélien ou ¢, s’annule. Comme ¢, est £ invariante si x appartient
a O alors Ant(z) C O. Cela prouve que A(x) Y > Ant,(z) est inclu dans O,
pour tout = de O, et donc que gz'(0) C O. Comme p est ergodique, O = () ou

O = F modulo pu. Si O = F, alors

1=u(©) = [ To@)(w)ds =0,
ce qui est absurde. Donc p(O) = 0 est p et Lebp sont équivalentes. —

Corollaire 4.1.10 L’opérateur L admet un unique point fixe ¢y. De plus la suite
{z Zz;é LP(1)} e converge vers @y pour la topologie faible de (L*°, L').

Démonstration : Si ¢, est un autre point fixe de £ alors la mesure (renormalisée)
w1 définie par dui(x) = ¢1(z)dx est aussi une mesure de probabilité gp-invariante
et ergodique (du fait de la propriété d’exactitude de Lebr). Les deux fonctions g
et ¢, sont Lebp-presque partout inversibles, et donc les deux mesures p et p; sont
ergodiques et équivalentes (car toutes les deux équivalentes a Lebr). Nécessairement
ces deux mesures sont égales, et donc g = (.

Démontrons le second point : La suite {2 Z;;é LP(1)} e forme une famille
relativement compacte de L* pour la topologie faible qui ne peut avoir qu’une
unique valeur d’adhérence. Elle est donc convergente. —

Remarque : Le corollaire (4.1.10) signifie qu’il existe une unique mesure gp-
invariante absolument continue par rapport a Lebesgue.

Dans le cas Axiom-A nous avions une fonction continue strictement positive sur
un compact. Nous pouvions alors affirmer qu’elle était “loin” de 0. Ici ce n’est plus
le cas et nous devons donc établir un résultat intermédiaire.

Proposition 4.1.11 Il existe un ensemble A de Lebp-mesure pleine tel que la fonc-
tion g soit minorée par une constante strictement positive sur A. De plus

. vo(z) 2 —
nEI—Pw{ SOO(Q) ) (xay) €A Y € Cn(x)} =1

Démonstration : Soit ¢ € L' une fonction strictement positive sur F \ O. Par
définition, la suite (p™1))en converge dans L' vers @g1). Il existe donc une sous-suite
(™ 1)kew qui converge presque surement vers @ot; on appelle A, cet ensemble
ou la convergence est presque sure, et quitte a lui retirer un sous-ensemble Lebp-
négligeable, on suppose que A, C F\ O. Si x est dans Ay, et si y est dans F,
la proposition (4.1.2) montre qu’il existe une constante universelle  telle que pour
tout entier n,

e L1 ()

S D0 =

(&
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ce qui entraine que

n—1 n—1

S £7(1) () g% (IR (y) <e —Zcp (Ip)(z)  (4.15)

p=0 p=0

e—K

S|

L’encadrement (4.15) prouve alors que pour tout k

e (1) / B(y) dLebe(y) < / S () (y) dLebe(y) < e ™ ( / W(y) dLebr(y).
(4.16)

et en passant a la limite, (4.16) prouve que pour tout z dans Ay,
J ¥y
<
wol®) < Fo dLebF )

Si pour % on prend la fonction Iz, le dernier encadrement prouve que pour tout x
déf
dans A = Ay,

< €e"py(x).

e <po(z) <€,

ce qui montre la premiere partie de la proposition.

Fixons nous un entier n, et deux points de A, x et y, dans le méme cylindre
d’ordre n. Fixons un entier p, regardons x, dans Ant,(x) et y, dans Ant,(y) et dans
le méme cylindre d’ordre n + p. Les deux points z et y étant tres proches, les points
xp et y, sont encore plus proches, et les variations des jacobiens le long des orbites
seront petites si on ne considére que des temps majorés par r?(x,) : comme dans
la démonstration de la proposition (4.1.2) la propriété a-Holder de — logJ sur les
feuilles instables locales montre que

[log(J*)™" @) (z,) — log(J*)" )7 (y,)| < Kd(,y). (4.17)

Cependant, du fait de la dérive introduite par 7, les points fP(z,) et x ne sont
pas nécessairement proche. Par contraction le long des feuilles stables, si on itere
r r™(z)/2] fois I'application f, les points deviennent alors trés proches. Les
propriétés de continuité holdérienne des feuilletages nous permettent d’obtenir les

majorations

L)) . T T () < d( (). 7

+ K d(frE) (3y), frTE) (y,))  (4.18)

oo [TT 2" @D | - 4 i i,
e o s Ju(fp+k(yp)) K B( fr T
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ol K est une constante universelle. Les distances d(f"(z), f"(x,)), d(f77 @) (z,), fr7@) (y,)),
d(f7(z), f"(v)), et d(f"(y), f"(yp)) sont toutes de I'ordre de diam(R)e™"~1%9): de
plus r > n/2 — 1, et donc, les majorations (4.17), (4.18), (4.19), et (4.20) montrent
qu’il existe deux constantes universelles, C' et k, avec C > 0 et 0 < k < 1, telles que

LP(Ip)(z) Ce™™ < LP(Mp)(y) < LP(1p)(z)C e (4.21)

pour tout entier p. Comme z et y sont dans A, les deux suites (¢ (xz))x et (™ (y))k
convergent vers py(z) et ¢o(y), ce qui montre que

n

#o(z) < (Ce*.

o(¥)

Ce " <

B

Ceci finit la preuve de la proposition. —

4.2 Extensions et démonstration du théoréme

4.2.1 Extension naturelle (F, gr)

Comme dans le cas des mesures d’équilibre pour les Axiom-A nous allons “épaissir”
la mesure p. Dans un premier temps, nous allons trouver une représentation géométrique
de lextension naturelle de (F,gr), et ensuite nous montrerons que les mesures
désintégrées sur les fibres sont toutes équivalentes.

L’extension naturelle

Pour trouver une représentation géométrique de I’extension naturelle de (F, gr),
nous allons utiliser des théoremes de théorie de la mesure. Ces théoremes sont les
méme que dans le cas uniformément hyperbolique, et nous renvoyons le lecteur a
[18] pour les démonstrations.

Définition 4.2.1 On appelle bloc de R tout borélien B de R, tel que B = w3" (7 (B)).
L’ensemble {g"(B), B bloc,n € IN} sera appelé S.

Lemme 4.2.2 L’ensemble S est une algébre de Boole.

Démonstration : R et () sont dans S. De plus, si B est un bloc, on peut définir
g~ '(B), qui est encore un bloc, du fait de la propriété de Markov du rectangle. Si
g"(By) et g™(By) sont deux éléments de S, et si n < m, en composant par g~™
on se ramene au cas de deux blocs. Leur intersection et leur réunion sont bien des
blocs. Cela prouve qu’une intersection finie ou une réunion finie d’images de blocs
est encore une image de bloc. —

On définit sur I'algebre S une fonction additive d’ensemble , 7, de la maniere
suivante :
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Si B est un bloc on pose i(B) = w(mp(B)). Sinon, on choisit le plus petit n tel

que g~"(B) soit un bloc, et on pose 1(B) « p(mr(g~™(B))). On remarque que si
B est un bloc, alors fi(¢7'(B)) = 1i(B) par gr invariance de p. Si By et By sont
deux éléments de S disjoints, quitte a composer par un certain g~ on peut supposer
qu’ils sont deux blocs disjoints. Alors [i(B; U Bs) = 1i(B1) + 1i(Bs), puisque u est
une mesure.

Définition 4.2.3 On appelle C I’ensemble des éléments B de S tels que mr(B) soit
un compact de F' qui n’intersecte qu’avec un nombre fini de cylindres d’ordre 1,
chaque intersection étant elle-méme compacte.

Lemme 4.2.4 [’ensemble C est une sous-classe compacte de S, qui a la propriété
d’approximation : pour tout B dans S

u(B) =sup{u(C), C C B, C €C}.

Démonstration : Vérifions d’abord que C est un sous-classe compacte. On choisit
une suite (Cp)nen d’éléments de C telle que (1,5, Cn = 0. Ainsi, sur F, la suite
(77(Ch))new est une suite de compacts, telle que (1,5, 7r(Cn) = 0. Pour tout

N, ﬂf:;o 7r(Cp) est un compact comme intersection de compacts, et le théoreme
des fermés emboités prouve que (), ., 7r(Cn) ne peut étre vide si pour tout N,

ﬂﬁlzo 7r(Cn) # 0. L'hypothese (5 7r(Crn) = () prouve alors qu’il existe N tel que

Mo, 75 (Cr) = 0, et donc 2_, Cr, = 0. C est bien une classe compacte.
Il faut maintenant prouver que C a la propriété d’approximation. Si B est un
bloc de R, par définition de pu, u(B) = p(nr(B)). La mesure p est réguliere, et donc

w(mp(B)) =sup{p(C), C C np(B), C compact}. (4.22)
La relation (4.22) prouve que
1i(B) =sup{p(C), C C B, C €},

mais on peut améliorer ce résultat : si n est un entier, et si € est fixé positif, par
croissance de la famille de partitions en cylindres, on peut trouver C' compact de F'
inclu dans 7g(B), tel que C n’intersecte qu’avec un nombre fini de cylindres d’ordre
n, chaque intersection étant elle-méme compacte, et

u(rp(B)\ C) <e.
Ceci montre que si n est un entier fixé,
u(B) = sup{u(C), C C B, C €C,},

ol C, désigne 'ensemble des éléments de C tels que 7x(C) soit un compact de F
qui n’intersecte qu’avec un nombre fini de cylindres d’ordre n, chaque intersection
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étant elle-méme compacte. De plus, si C € C,, ¢" !(C) est un élément de C. Si on
prend B dans S, il existe un bloc B’ et un entier n tels que B = ¢g™(B’). Le bloc
B’ est approximable par les éléments de C,, 11, et donc B est approximable par des
éléments de C. Ainsi

u(B) = sup{u(C), ¢ Cc B, C €C}. -

Proposition 4.2.5 Il existe une mesure i sur R telle que le systéme (R, g,11) soit
Pextension naturelle du systéme (F, gp, 1).

Démonstration : Le lemme 4.2.4 montre que ji vérifie la propriété de décroissance
séquentielle, c’est a dire que, si (B,,)nen est une suite décroissante d’éléments de S,
telle que N, B, = 0, alors lim,,_, o, i(B,) = 0. Le théoréme de Carathéodory montre
que & s’étend en une mesure de probabilité sur la tribu engendrée par S, Q. Il faut
prouver que Q est la tribu des boréliens de R. Si B est un fermé de R, on prend = dans
B. Pour tout entier n, g "(z) € n5' (tpog "(B)) et donc z € g" (1 (7r 0 g "(B))).
Réciproquement si pour tout n, x € ¢g" (’/T;l(ﬂp og*"(B))), alors pour tout n il
existe un point x,, de B tel que 7p(¢7"(x)) = 7p(9~"(z,)). Par conséquent g~ "(z,,) €
W*(g~™(z), R) pour tout n, ce qui montre que (d(z,z,)) < diam(R)e~¥ =% B
s’écrit comme étant B’ N R ot B’ est un fermé de Q. La suite (z,),cn est une suite
de points de B’ qui converge vers x, et donc x € B'. De plus, pour tout entier n,
g~ "(x) est défini, et donc x € B'N R, ce qui prouve que B € Q. Ainsi Q est la tribu
des boréliens de R. La mesure i est borélienne, de probabilité, et g-invariante par
construction. L’unicité de 'extension naturelle montre que (R, g, 1) est isomorphe &
Pextension naturelle de (F, gr, 1), ce qui achéve la preuve de la proposition. —

L’équivalence des mesures désintégrées

Définition 4.2.6 Si z est un point de R on note n*(x) l’ensemble [z, R] et ensuite
g"n*(z) Uélément g"(n*(g~"(z)))-

La partition en fibre n° est une partition mesurable (voir [22]) et décroissante
de R qui admet un unique systéme de mesures conditionnelles qui sera noté {s}.
Par ailleurs la partition en cylindres est génératrice — au sens de le dynamique de
(F, gr)— et chaque fibre 75" (z) ne comporte qu'un nombre dénombrable (exactement
le cardinal de g5'(z)) d’images de fibres par g. La proposition 3.1.2 de la partie I
ainsi que son corollaire s’appliquent, et pour presque tout x de R et pour tout n,

s B gDo(WF(y))
Ha(g"n(z)) = I (7 (y)o(mr ()’

ol ¢"(y) = z. Nous allons maintenant prouver I’équivalence des mesures désintégrées.

Proposition 4.2.7 Les mesures conditionnelles {JiS} sont presque toutes équivalentes
modulo I’holonomie instable sur R. Si x ety sont tels que 115 et ]I; sont équivalentes,
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et si z, désigne un point de n°(z) et z, le point obtenu par holonomie instable sur
n°(y), alors

—+o00

diis(z:) oo mr(z) 13 J°(F (%) 17 JU(f™( zy 2 e (me(2))
dﬂ;(zy) B ®o OWF(Zy) H Ju(ffn(zz)) H Ju fn TR zy H fn 2y )

Démonstration : Comme la partition 7® est génératrice, vue sur chaque fibre \/, o, ¢"7
génere la mesure conditionnelle sur cette fibre. Pour montrer I’équivalence des me-
sures conditionnelles, il suffit de trouver une constante universelle x et un ensemble
I' C R de mesure pleine tels que

n=1 n=1 n=1

S

1 (" ()
£ (9"t (zy))
ol ¢"n°(2,) et g"n’(z,) désignent tous les éléments de g"n° qui sont respectivement
dans n®(z) et n°(y) et qui se correspondent par holonomie instable.

Etape 1. Construction de T'.

Nous allons donner une suite (finie) de conditions, chacune d’entre elles étant vraie
ji-presque partout. Ensuite nous définirons clairement ’ensemble I'.

On commence par noter [V I’ensemble des points x tels que pour tout = de I et
pour tout entier n, (g " (x)) ¢ O. Comme O est de p-mesure nulle sur F, I' est
de mesure pleine sur R.

Quitte & restreindre cet ensemble, on peut supposer que pour tout z dans I'' et
pour tout entier n,

Y(z,y) €T?,Vn € N < K (4.23)

gpo(ﬂp(g_n(x)))
a(9"n(@)) = o S ) oo (mn @)

Comme I"” est de mesure pleine, pour u-presque tout z de FF N I', ps(I") = 1,
et L™(¢o)(z) = po(z) pour tout n € IN. Notons I'” cet ensemble sur F, et fixons x
dans I'; 15 (I'') = 1, et pour tout z, dans n°(z) NI et pour tout entier n,

ol s ___po(mr(g7"(22)))
Mw(g n°(22)) = Jn(ﬁF(g—n(zx)))gpo(m)'

Pour un tel z, le nombre d’éléments ¢"n*(z,) différents est exactement le nombre de
préimages card(Ant,(x)), et réciproquement, chaque y € Ant,(x) définit un et un
seul ¢"n*(g™(y))- Si pour y € Ant,(x) on n’a pas

RTEO) = (4.24)

alors tout ¢g"n®(¢"(y)) est inclus dans W#(z, R) \ (I"'NW*(z, R)) qui est un ensemble
de fis-mesure nulle. Si I désigne ’ensemble des y € Ant,,(z) tels que (4.24) est vraie,
on doit avoir

S B (g"(y) = 1. (4.25)

yel
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Par ailleurs, I’hypothese L£™(pg)(z) = ¢o(z) montre alors que

S w6 w) < 1, (4.26)

yel

si I n’est pas exactement égal a Ant,(z). Les relations (4.25) et (4.26) montrent

alors, que si on pose I' = 7' ("), pour tout = de T, et pour tout z, € W*(z, R),

ol ns ___polmr(g7"(22)))
Nw(g n°(22)) = Jn(ﬁF(g—n(zx)))gpo(m)'

Etape 2. Démonstration de (4.23).
On choisit alors = et y dans I', un entier n, et deux points 2, et z,, respectivement
dans n®(z)NI" et n*(y)NI” qui se correspondent par holonomie instable. On note alors

" déf déf
n n n n — n n — n
Zy et 2z, les deux préimages de 2, et z, par g", et 27 p = 7r(2y) et 2y p = TR(2y),

.y déf déf .
ainsi que 2z, r = 7r(2:) et 2yr = Tr(2y). Les deux points 27 » et 27 p sont alors
dans un méme cylindre d’ordre n et la proposition 4.1.2 montre qu’il existe une
constante universelle  telle que

[log J"(<4 ) — log J"(2f.0)] < .

Par ailleurs, la proposition 4.1.11 assure que les deux termes ¢ (2} z)/®o(2y ) €t
©o(2z,r)/0o(2zy,r) sont uniformément bornés par une constante universelle. Ceci
montre donc qu’il existe x, constante universelle, telle que

vn € N < Bl n’(z)
115 (g™n* (2y))

S|

On en déduit alors que les deux mesures 1} et 1, sont équivalentes modulo 1'holo-
nomie instable.

Etape 3 . Identification du jacobien.
Avec les notations précédentes nous avons la valeur explicite du rapport :

e (9™ (z)) _ J"(mr(g " (%)) po © Tr(2) o 0 Tr(g " (2))

(g™ (zy) I (mr(97™(22))) o 0 Tr(2y) po o Tr(g ™ (20))

La proposition 4.1.11 montre en fait que le terme @o o mr(97"(2y))/ 0 © Tr (97" (22))
converge vers 1 quand n tend vers l'infini. Par ailleurs nous avons

T (g ™(2)) _ J"2(r(g (%)) T (w9 " (%))
T (rr(97"(2))) T2 (wr(g72(20)) T2 (wr (97 (%))

ol n/2 désigne en fait la partie entiere de n/2 (a un pres en fonction de la parité de
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La contraction le long du feuilletage stable par itération positive de f, la contrac-
tion le long du feuilletage instable par itération négative de f, et la proposition 4.1.2
montrent qu’il existe une constante universelle C' telle que

n/2 —n/2
B — 1B (N —2¢) 2 (mr(g " (7)) B — "8 (X —2¢)
exp ( Cd’(zy,y)e ) < TP (rp (g7 (1)) < exp (Cd (2, y)e )

2 (mp(g7" (22)))
Jn/2(mp (g~ (x)))
< J2(mp(g7"*(x)))
= IV (me(g2(y)))

exp (—C d? (2, x)e_%()"_%))

IN

< exp (C’ d? (2, x)e_%()"_%))

exp (=C d*(y,z)e 5 ?) < exp (Cd*(y,z)e 77).

Ceci prouve que le terme J™"(7x(9g7"(y)))/J™(7r(9~"(x))) converge vers

U @) (17 T U (=) 13 4 (e (22)))
(H Ju(f—n(zm) (H Ju(fnwF(zy)))) (H Te(f(z)) )

n=1 n=0 n=0

et la proposition est ainsi démontrée. —

4.2.2 Extension inductive et preuve du théoreme
Définition d’un bon systéme

Nous allons définir un systéme (€2, f) qui induit le systeme (R, g). On note
+oo
Q=Jrm).
n=0

Si z est un point de €2, il existe un entier n tel que f"(x) € R. Par définition de R,
f™(x) revient une infinité de fois dans R par itération de f et par itération de f~'.
On pose alors,

n_(z) =inf{n € N, f"(x) € R, r(x) > n}.

Si ny (x) vaut r(f ™ (x)) — n, ny(x) est le plus petit entier tel que f"+@(z) € R.

Lemme 4.2.8 L’ensemble ) est f-invariant, et f définit une bijection bimesurable
de €.

Démonstration : On a bien f(Q) C €. De plus, fjo est injective et mesurable, car
f est difffomorphisme. Si z est dans R, il existe y dans R tel que g(y) = x. Donc
r(y) > 1, et f~!(x) est dans ff®~(R). f~! est bien définie sur 2, et y est mesurable
comme restriction a un borélien d’une fonction continue. —

Proposition 4.2.9 [l existe une mesure borélienne, o-finie, f-invariante, v, telle
que le systéeme (2, f,v) induit le systéme (R, g, 1i).



146 Chapitre 4. Existence d’'une Mesure 0-SRB

Démonstration Si B est un borélien de M on définit B,, par la relation :
x € B, <= n est le plus petit entier positif tel quef "(z) € R et r(f"(z)) > n.

Cette définition montre que si n et m sont deux entiers disjoints, alors B, N B,, = .
Pour étendre la mesure ji de R a toute la variété M, nous allons la définir comme
fonction ensembliste sur les boréliens. On pose

+oo

v(B) E YA T(B): (4.27)

n=0

Y.N. Dowker montre dans [8] que la relation (4.27) définit une mesure borélienne
o-finie et f-invariante. —

Lemme 4.2.10 La mesure v ainsi construite est ergodique.

Démonstration : On choisit un borélien B f-invariant, que I'on écrit B = LIB,,. Par
f-invariance, f *(B)NR C B, pour tout entier k, ce qui entraine que g *(By) C By.
Par ergodicité de 7, on doit avoir By € {0, R}. Supposons que ji(By) = 0. On pose

dé - . o : :
DY “}(By), et on écrit aussi D = LUD,,. Par f-invariance on doit avoir

Vn €N, B, =f""(Bui1)UDn,

ce qui prouve que pour tout n, B, = () (au sens de la mesure). Ainsi B = {).

Si on suppose maintenant que 7i(By) = 1, et prenons un borélien C tel que CNB = 0.
Par f-invariance de B et pour tout n, f~™(C) ne peut intersecter B, sinon on aurait
f™(C N B) # 0. On écrit alors C = LC,, et pour tout n, i(f ™(C)) = 0, puisque
i(By) = 1. C est réunion dénombrable de boréliens négligeables, il est donc de
mesure nulle. —

désintégration de v

Nous allons définir deux partitions mesurables de 2.

Définition 4.2.11 Si x est un point de §2, on note
S déf n_— S —n_
() = (™ (@),
n'(@) (), R).

On remarquera que ce sont deux partitions (propriétés markoviennes des rectangles)
mesurables (voir [22]) respectivement décroissantes et croissantes. Elles-ne sont pas
subordonnées aux feuilletages stable et instable au sens de [15], mais chaque élément
des partitions est inclu dans le feuilletage associé. Il faut étudier ’existence et I'uni-
cité des systemes de mesures conditionnelles a ces deux partitions, car leur existence
n’a été établie que dans le cas de la mesure finie.
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Proposition 4.2.12 Il existe deux uniques systémes de mesures {v: }rem, et {V*}zem
tels que pour v-presque tout © supp(vi) C n°(z) (resp. supp(vy) C n*(z)), v et v¥
sotent de probabilité, et tout borélien A de mesure v finie est 1°- et n*-mesurable et
vérifie

v(4) = / vi(A) du(z),
v(A) = /V;‘(A)dl/(x).

Démonstration : L’existence et 'unicité de deux tels systémes est acquise si on se
restreint & R, ce sont les mesures u® et u*. Par symétrie il suffit de prouver la
proposition pour le systéeme {v:},crs. Fixons A borélien de mesure finie. On note
A = UA,. Si un tel systeme existe on doit avoir

v(A) =) v(d) = Y Al

= > [ U duto) (4.28)
par ailleurs v(A) = Z/V;(A
= / Vin(z) (An) dp(). (4.29)

Les relations (4.28) et (4.29) sont vraies pour tout borélien de mesure fini, et donc
on doit nécessairement avoir

V =f n*'uf ™(y)
pour tout y tel que n_(y) = n. Cela prouve l'existence et I'unicité du systéme de
mesures {V¢},en. En échangeant f et f~! on montre D'existence et 1'unicité du
systeéme de mesures {v%} e —

Démonstration du théoréme

Sur 2 les mesures conditionnelles ¥ s’obtiennent en poussant les mesures ¥ sur
R. 11 suffit donc de vérifier I’équivalence sur R.

Dans R les mesures 1 sont u-presque partout équivalentes modulo les holono-
mies instables. Ceci prouve que la mesure [ est équivalente a la mesure produit

Iz, ® 1
oll zy est un point de I dans R. Ainsi les mesures /i sont presque partout équivalentes
modulo les holonomies stables, et donc équivalentes a i, qui est elle méme équivalente
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a Leb%. La partition n* est donc une partition mesurable Lebesgue-subordonnée au
feuilletage instable, et v} est absolument continue par rapport a Lebj, " ()" De plus
v a par construction une structure locale produit. —
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