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1 Rappels sur l'intégrale de Riemann et les limites
croissantes

1.1 Trois aspects de l’intégration
Si f: R — R est une fonction continue, et [a,b] un intervalle de R, il y a (au moins)

b
trois facons différentes de considérer la quantité / f(x)dx -
a

1. L’opération est vue comme l'opérateur inverse de la dérivation f — f’. On parle
alors de primitives, et on a

| #te)dz = F) - Fla)

ou F' est une primitive de f, c’est a dire qu’elle vérifie F'(z) = f(x). On s’intéresse
dans ce cas au calcul de primitives non triviales (par exemple des fractions ration-
nelles), les résultats principaux seront par exemple les formules de changement de
variable ou d’intégration par partie.
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2. Si on définit I(f) := f: f(z)dx, I devient une forme linéaire (I(Af + g) = M (f) +
I(g)) sur I'espace vectoriel C°([a,b]) des fonctions continues définies sur [a,b]. On
cherche a étudier si 'opérateur I est continue (et pour quelle topologie), c’est a dire
qu’on veut avoir des résultats du type

lim I(f,) =1(f)si lm f,=f

n—-+o0o n—-+00
La question consiste a déterminer ce que lim f, = f signifie.
n—-+00

3. On s’intéresse a I'ensemble des fonctions f, pas nécessairement continues, pour les-
quelles on peut définir / f(z) dx, d’une fagon qui étende la définition pour f conti-

nue. On sait pas exemple que si [c, d] est un intervalle dans [a, b] on peut calculer
b

Ijeq)(z) dx, ot T, 4 est la fonction indicatrice de l'intervalle [c,d], c’est a dire

a
qu’elle vaut 1 sur l'intervalle et est nulle en dehors de [c, d]. Cet aspect est souvent
plus caché, mais il se voit par exemple dans le vraie définition de l'intégrale de
Riemann, qui est valide pour les fonctions réglées (voir plus bas).

Si le premier aspect est souvent celui qu’on retient le plus, ce n’est pas celui que nous
allons retenir dans ce cours. Ce serait une erreur de se focaliser sur ce point de
vue et de ne retenir et/ou voir l'intégration que comme une opération inverse
de la dérivation. Dans ce cours, nous allons définir une nouvelle intégration, dite au
sens de Lebesgue. Bien siir cette nouvelle intégration étend celle de Riemann mais, le lien
intégrale-primitive-dérivée est beaucoup plus délicat.

Dans un premier temps, nous nous intéresserons plutot au second aspect, c’est a dire
I'intégration comme forme linéaire continue sur C°([a,b]). La plupart des résultats auront
donc la forme

Jim 1(f,) = 1(f) si lim fu=f.

Les limites que nous étudierons serons des limites monotones.
Dans une seconde étape, nous verrons que cette nouvelle intégration permet de définir
b

un nouvel ensemble de fonctions f pour lesquelles on peut calculer f(z)dx. Ceci fera

donc le lien avec le troisieme aspect de 'intégration. Cet ensemble pe(;mettra de définir a
son tour un ensemble de sous-ensembles particuliers de R, les ensembles dits mesurables.
On verra alors que ce point de vue est le “bon” pour faire des probabilités.

Le premier aspect, c’est a dire intégrale-primitives sera peu abordé, du fait de sa
complexité.

b
1.2 Pour quelles f peut-on définir / f(x)dx au sens de Rie-

mann 7

On retiendra : L’intégrale de Riemann est basée sur la convergence uni-
forme. A contrario, 'intégrale de Lebesgue est basée sur les limites crois-
santes.
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Si on considere une fonction continue f : [a,b] — R, la quantité / f(t) dt représente

la surface (algébrique) comprise entre le graphe et I'axe des abscisses.a

Elle se calcul comme une limite d'une somme de Darboux, c’est a dire en obtenant la
fonction f comme limite uniforme d’une suite de fonctions constantes par morceaux.

Bien que souvent construire uniquement pour les fonctions continues, cette théorie
permet en fait de définir I'intégrale d’une fonction f pour un ensemble plus gros que celui
des fonctions continues : 'ensemble des fonctions réglées.

On rappelle qu’une fonction 1 : [a,b] — R est dite constante par morceauz s'il existe
une subdivisions

ap=a<a <ay<...<a,=D>,

telle que sur chaque Ja;, a;11[ 1 est constante de valeur ¢;. La valeur de ¢ aux points a;

n’est pas importante, on peut choisir la valeur ¢;, ¢;_1. ...
n—1

On note ensuite / W(t)dt == Z ci(aipr — ay).

=0

Définition 1.1. Une fonction f : [a,b] — R est dite réglée si elle est limite uniforme
d’une suite de fonctions constantes par morceauz.

On dit qu’une fonction f : [a,b] — R est intégrable au sens de Riemann s’il existe deux
suites de fonctions constantes par morceauz, (@) et (¢,) telles que

v, |f(t) - mwwn,almdfw _

n——+oo

Enfin, on remarque que la définition s’étend sans difficultés aux fonctions a valeurs
dans R? en prenant ¢, aussi & valeur dans R

Exercice 1
Montrer que Iy n’est pas réglée.

1.3 Principaux résultats pour l’intégrale de Riemann
1.3.1 Meéthodes de calculs : lien intégration-dérivation

Le théoreme fondamental du calcul différentiel établit un lien entre dérivation et
intégration :

Théoréme 1.2. Soit f une fonction continue sur [a,b] a valeurs dans R. Soit F la

fonction définie par
_ / oL

Alors F' est dérivable et pour tout t dans [a,b], F'(t) = f(t).

Ce théoreme permet de calculer des intégrales, soit par la méthode de l'intégration

par partie :
[ gty =600 - Gt - [ roc
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soit par la méthode du changement de variable :
g(b)
/ fog(t)g'(t)dt = f(u) du
g(a)

1.3.2 Passages a la limite

On rappelle que || || est la norme infinie définie par

19][oc := sup |g(z)].
z€[a,b]

Si g est continue, cette borne supérieure est atteinte. Cette norme s’appelle aussi la norme
de la convergence uniforme puisque dire lim ||f — ¢n||e = 0 signifie que la suite (¢;,)
n—-+00

converge uniformément vers f :
Ve > 0,3N tel que Vn > N, Vt € [a,b], |f(t) —en(t)] <e.

Théoréme 1.3. Si (f,) est une suite de fonctions continues (sur [a,b]) qui converge
uniformément vers f, alors f est continue et

b b
/a f(#)de = lim_ / fult) d(t
Ce résultat s’écrit aussi :

b
[t oy = / ult)

ce qui signifie qu’on peut inverser la limite uniforme et I'intégrale.

1.3.3 Intégrales dépendant d’un parametre

On consideére un intervalle I = [a, b] avec a < b. La lettre J désignera un autre intervalle
de R. On considere la fonction continue f: 1 x J — R.

Théoréme 1.4 (continuité sous le signe somme). La quantité F(z / f(t, x)dt définit

sur J une fonction continue.

Remarque 1. Le théoreme 1.3 peut se voir comme un cas particulier de ce théoreme en
considérant = = n et une suite d’application au lieu d’'une fonction de 2 variables. B

Théoréme 1.5 (dérivation sous le signe somme). Supposons que l'intervalle J soit ouvert

0
et que la fonction (?_f existe et soit continue sur J. Alors la fonction définie par F(z) =
x

b
/ f(t,z)dt est de classe C' et

F'(z) = 8£ (t,x)dt.

a
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1.4 Intégrales généralisées : le cas non compact

L’intégration (au sens de Riemann) a aussi été étudiée sur des intervalles du type
[a, +ool. Elle a aussi été vue pour des fonctions présentant des singularités sur le compact

1
1

la, b] (par exemple / —dx). On sait que ce dernier cas peut se ramener au cas précédent
0

par un changement de variable (qui envoie la singularité a I'infini, dans notre exemple on

fera u := 1).
X
+oo
Ainsi, nous pouvons nous limiter au cas f(z)dx. Dans ce cas, il s’agit de cal-

culer une aire reposant sur un intervalle de loﬁgueur infinie. Les résultats évoquaient la
convergence de I'intégrale ou son absolue convergence.

Ici réside une différence significative entre 'intégrale au sens de Riemann et celle au
sens de Lebesgue. Des fonctions continues peuvent avoir une intégrale convergente au sens
de Riemann mais pas au sens de Lebesgue. La différence disparaitra lorsqu’on s’intéressera
(ou se limitera) aux intégrales absolument convergentes.

Cette différence s’explique par le fait que l’intégrale de Lebesgue que
nous allons voir permet d’unifier les résultats et les techniques de
démonstrations entre le cas compact ([a,b]) et le cas non-compact

([a, +oo).
+o0 b
Pour 'intégrale de Riemann on définit f(z)dx a partir de / f(z) dx en faisant
a +o0 a
b — +o00. Pour I'intégrale de Lebesgue on définir directement (x) dzx et voir que cela

b a
permet de calculer / f(z) dz pour des fonctions plus générales que les seules fonctions

continues ou réglées.

1.4.1 Intégrales généralisées dépendant d’un parametre

Théoréme 1.6. Soient f : [a,b[xJ — R une fonction continue ot a < b' et J est un
intervalle de R. On suppose qu’il existe une fonction continue g telle que

1. pour chaque z, et pour chaque t, |f(t,x)| < g(t),
2. lintégrale fabg(t)dt converge.

b
Alors x € Jw— F(x) = / f(t,z)dt définit une fonction continue sur J.

Théoréme 1.7. Soit J un intervalle ouvert. Soit f : [a,b[xJ — R une fonction continue,

af , . — : : .
telle que Iz est aussi continue et il existe une fonction continue g vérifiant
x
1. pour chaque x l'intégrale fab f(t,x)dt converge.
< g(t),

0
2. pour chaque x, et pour chaque t, a—f(t, )
T

3. lintégrale f;g(t)dt converge.

1. Penser a b =+
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b
Alors la fonction définie par F(x) = / f(t,x)dt est de classe C' et

b af
Fl(z)= | ==(t, x)dt.
@)= [ Gt
Nous insistons sur le point commun dans ces deux théoremes. Dans les deux cas, il a
une hypothese de domination uniforme. C’est typiquement le type d’hypothéeses que nous

allons retrouver dans la théorie de I'intégration selon Lebesgue.

1.5 Limites monotones. Valeurs d’adhérences

On rappelle le théoreme issue de la propriété fondamentale de R : I'existence d’une
borne supérieure pour tout ensemble non vide majoré. On rappelle qu’une suite (u,) dans
R est croissante si pour tout n,

Uy < Upy1-

Théoréme 1.8. Soit (u,) une suite croissante dans R. Si elle est majorée, alors elle
converge vers sup{u,,n € N}, sinon elle diverge vers +o00.

Dans les deux cas on peut écrire

lim w, = sup{ug, k € N},

n——+oo

en commettant un abus de notation sur le “sup”.

Une suite réelle ne converge pas nécessairement. On rappelle qu’'une valeur d’adhérence
de la suite (u,) est une limite d’une suite extraite de (u,).

Théoréeme 1.9 (Stone-Weierstrass). Toute suite réelle bornée admet une valeur d’adhérence.

Exercice 2

En commettant I'abus de langage qui consiste a considérer qu'une suite qui diverge vers
+00 en fait converge vers oo (dans la droite numérique achevée R), montrer que toute
suite réelle possede au moins une valeur d’adhérence dans R.

Définition 1.10. Soit (u,) une suite réelle. On note limsup,,_, . u, (resp. liminf, o u,)
sa plus grande (resp. petite) valeur d’adhérence dans R.

Exercice 3
Soit une suite réelle (u,). Montrer que (u,) converge si et seulement si limsup,,_,, o, t,, <

liminf, . wy,.
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2 Définition de l’intégrale de Lebesgue

2.1 La méthode Cauchy
2.1.1 Ensembles négligeables

Définition 2.1. Un ensemble E C R est dit négligeable (au sens de Lebesgue) s’il peut
étre recouvert par une famille dénombrable d’intervalles de longueur totale arbitrairement
petite.

Lemme 2.2. Un ensemble E C R est négligeable si et seulement s’il peut étre recouvert
par un famille dénombrable d’intervalles de longueur totale finie et telle que chaque point
de E appartient a une infinité d’intérieurs de ces intervalles.

2.1.2 Fonctions en escalier a support compact et 2 lemmes essentiels
Définition 2.3. Une fonction [ définie sur I est dite en escalier a support borné (e.s.c.en
abrégé) si

e [l existe une famille finie (éventuellement vide) de sous-intervalles disjoints (sauf sur

les bords) Iy, chacun de longueur |Iy| finie et telle que sur chaque Iy, f est constante
de valeur ¢ # 0,

e en dehors des Iy, f est nulle.

On notera & 'ensemble des fonctions e.s.c.(définies sur I'intervalle I ).

Si 'intervalle [ est de longueur finie alors une fonction e.s.c.est une fonction constante

par morceaux. Si I'intervalle [ est de longueur infinie, par exemple si a = —o0o, alors une
fonction e.s.c.est une fonction constante par morceaux telle que le “premier” morceau soit
de la forme | — 00, a4] et la fonction est nulle sur cet intervalle.

Définition 2.4. Soit f une fonction e.s.c.définie sur I, de valeur ¢y, sur les sous-intervalles

1. On pose
b
a k

Nous avons précisé qu'une fonction e.s.c.est une fonction constante par morceaux, avec
éventuellement quelques contraintes sur les valeurs pour le premier et le dernier morceaux
si 'intervalle est de longueur infinie. La définition de I'intégrale est exactement la méme
que pour une fonction constante par morceaux en respectant cette contrainte.

Lemme 2.5 (Lemme A). Soit (p,) une suite décroissante de fonctions e.s.c.qui converge

b
presque partout vers 0. Alors la suite des intégrales / on(x) dx décroit aussi vers 0.
a

Lemme 2.6 (Lemme B). Soit (¢,,) une suite croissante de fonctions e.s.c.sur I = (a,b)
b

telle que la suite des intégrales on(z) dx est majorée. Alors pour presque tout x de I,

la suite (pn(x)) converge (vers une valeur o(x)).
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2.1.3 Les fonctions sommables

Considérons une suite croissante de fonctions e.s.c.comme dans le lemme B. On sup-
pose que les intégrales ont un majorant commun. Il existe donc une fonction ¢ définie
seulement presque partout telle que ¢, — ¢ (presque partout). On note £ 'ensemble des
fonctions, définies presque partout que I'on peut obtenir de cette maniere.

Pour une telle fonction ¢, le lemme B nous incite & poser 2

b b
/ p(z)dr = lim on(x) dz. (1)

n—-4o00 a

Le Lemme A permet de montrer que cette définition ne dépend pas du choix de la
suite (¢p).

Définition 2.7. Une fonction définie presque partout sur (a,b) sera dite sommable si elle
s’écrit sous la forme

f:fl_f%

avec fi et fo dans €. On notera & l’ensemble des fonctions sommables (sur (a,b)).
b b b
Pour une telle fonction on pose / f(z)dx :/ fi(x) dx —/ fo(x) dx.

Proposition 2.8. Soient f une fonction sommable et g une fonction presque partout
égale a f. Alors g est sommable, de méme intégrale que f.

Proposition 2.9. Soit f une fonction sommable sur (a,b). Alors |f| l’est aussi.
Démonstration. Posons fT(x) := max(f(x),0) et f~(z) := min(f(x),0). Alors

fl=f" =1
Ecrivons f = fi — f» avec f; € &. On montre que max(fi, fo) et min(fy, fo) sont aussi

dans &;. Or,
[T =max(fi, fo) = fa et f7 =min(fy, f2) — fo.

Donc ce sont des fonctions dans &;. O

Remarque 2. Au passage on a aussi montré que f* et f~ sont sommables. ll

Application :

Proposition 2.10. Si f est une fonction continue sur le compact |a,b], alors f est som-
mable et son intégrale de Lebesgue coincide avec son intégrale de Riemann.

Démonstration. 11 suffit de prendre une suite croissante de subdivisions® de l'intervalle
[a, b] dont le pas tend vers 0. A chaque rang, on considere la fonction en escalier qui vaut
sur chaque segment de la subdivision le minimum de f sur ce méme segment. Cela forme
une suite croissante de fonctions en escaliers, donc e.s.c., qui converge uniformément vers
f, donc presque partout! En d’autres termes, une fonction continue sur un segment est
dans &;. O

2. Remarquer que la croissance des ¢, entraine la croissance de la suite des intégrales et donc sa
convergence car la suite est majorée.
3. C’est a dire que la subdivision au rang n + 1 raffine celle du rang n
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2.2 La méthode des tribus

2.2.1 Définition d’un tribu et d’une mesure
Définition 2.11. Soit X un ensemble. On appelle tribu* une collection T d’ensembles
qui vérifie

- DeT.

— St A est dans T alors X \ A est aussi dans T .

— Si (Ay) est une suite d’éléments de T alors UA,, est aussi dans T .
Le doublet (X, T) s’appelle un espace mesurable®.

On se donne deux espaces mesurables (X, B) et (Y, B).

Définition 2.12. Une application f : X — Y est dite mesurable si et seulement si pour
tout B € B, f~'(B) est dans B.

Remarque 3. Lorsque X ou Y est R, on se limite souvent au cas de la tribu borélienne,

c’est a dire celle engendrée par les ouverts.
|

Définition 2.13. Soit (X,T) s’appelle un espace mesurable. On appelle mesure sur T
toute application p définie sur T a valeurs dans R telle que

1. pu(0) =0

2. W(UA,) =32, w(An).
Si pu((a,b)) =1 on dit que p est une mesure de probabilité.

2.2.2 Définition des fonctions étagées et des fonctions sommables

Définition 2.14. Une fonction f : (a,b) — R est dite étagée s’il existe un nombre fini
d’ensembles mesurables A;, tous deuz a deux disjoints tels que

f = ZCZ'][AZ..

Si les A; sont tous de mesure finie on pose alors /fd,u = Zci,u(Ai)

7

Dans le cas de R, on constate qu’'une fonction e.s.c.est étagée. Il existe des fonctions
étagées qui ne sont pas des fonctions e.s.c..

Définition 2.15. Soit (X, B, 1) un espace mesuré. Une fonction mesurable est sommable
(dans L'(u)) si et seulement si

/fd,u::sup{/godu, o< fety étagée}

4. parfois on parle de o-algebre
5. ce qui signifie qu’il est susceptible de recevoir une mesure

est fini.
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2.2.3 La mesure de Lebesgue

Elle est définie par A(]a, b[) = b— a. Dans le cas R™ il faut la définir sur les pavés, c’est
un peu plus délicat, ou montrer que c’est aussi la mesure produit (pour la tribu produit).

2.2.4 Stabilité de ’ensemble des fonctions mesurables

Proposition 2.16. L’ensemble des fonctions mesurables est un R-espace vectoriel. Le
produit, [’enveloppe inférieure et l'enveloppe supérieur de deuzx fonctions mesurables est
encore mesurable.

La valeur absolue d’une fonction mesurable est mesurable. L’inverse d’une fonction
mesurable non nulle presque partout est aussi mesurable.

D’une facon plus générale, toute opération raisonnable avec des fonctions mesurables
est encore mesurable. Voici maintenant un théoreme qui montre la stabilité tres forte de
I’espace des fonctions mesurables :

Théoréme 2.17. Soit (f,) une suite de fonctions (a valeurs dans R) mesurables qui
converge presque partout vers une fonction f. Alors f est mesurable.

3 Principaux théoremes de passage a la limite pour
l’intégrale de Lebesgue

3.1 Théoreme de convergence monotone
Théoréme 3.1 (Beppo Lévi). Soit (f,) une suite de fonctions sommables croissante.

b
Si la suite des intégrales fulz) dx est majorée, alors (f.(x)) converge presque partout

a
vers une fonction f qui est sommable. De plus,

/abf(x)dx: lim /abfn(x)dx.

n—-+40o

Corollaire 3.2. Soit (k,) une suite de fonctions sommables. On suppose que la série de

b
terme général / |k (z)| dx est convergente. Alors la série converge presque partout et
a

/ab;kn(x) dr = ;/b ko (2) d.

Démonstration. Appliquer le théoreme de B. Levi a la série des parties positives et a la
série des parties négatives des k. O]

b
Corollaire 3.3. Soit f sommable. Si/ |f(x)| dx =0 alors f est nulle presque partout.
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Démonstration. Si la fonction est nulle presque partout, alors son intégrale est nulle
(d’apres Prop 2.8).

Réciproquement, supposons que l'intégrale est nulle. On rappelle quune fonction me-
surable est finie presque partout (puisque c’est une différence de fonctions de &; et chaque
élément de & est fini presque partout).

On applique alors le corollaire précédent a k,(x) = |f(x)|. Chaque somme partielle
(finie) a son intégrale nulle et donc la série est supposée converger presque partout. Si
pour z, f(x) # 0, la somme partielle en x vaut n.f(z) qui diverge. Ainsi, f est nulle
presque partout. ]

de =

“+oo
Exemple d’application classique Nous allons montrer 1'égalité / ]
eac J—
00 1 0
ﬁ.
k=1
On commence par remarquer que pour tout > 0, e~* est dans [0, 1], donc

+oo
z x 1 x § —nx
- 1 = e 1 - = xe €
er — — €
k=0
—(n+1)x

. Une intégration par partie montre

+00 1
/0 bn(a) = 7

1
et la série Z 3 converge. Ainsi ) k,(x) converge presque partout (en fait, on savait
n>1
déja qu’elle converge partout sur |0, 4+00[) et

+00 +oo
T 1
/ dr = —.
g er—1 n?

3.2 Théoreme de convergence dominée

Ensuite on pose k,(x) := xe

Théoréme 3.4 (Lebesgue). Soit (f,) une suite de fonctions sommables sur (a,b). On
suppose que

1. 1l existe une fonction sommable g telle que pour tout n,
ful < 9.

2. La suite (f,) converge (presque partout) vers une fonction f.

Alors f est sommable et fabf(:c) dr = lim,_, ;o f; fon(z) dz.

Exemple. On considere la suite de fonctions définies sur [0, 1] par
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Chaque f,, est continue sur (0, 1). La suite converge presque partout vers la fonction nulle
(en fait il y a convergence simple). On remarque aussi que 'on a

[ fnlloo = 7,

donc la convergence n’est pas uniforme. En revanche, pour tout x €]0, 1],

La fonction g est sommable sur (0,1). On en déduit donc

lim /1 fo(z)dx = 0.
0

n—-+o0o

Contre-exemple. Ce théoreme ne permet pas de conclure dans tous les cas puisqu’il
est parfois impossible de trouver une fonction sommable dominante. L’exemple classique
est celui de la bosse glissante.

On considére une fonction continue, nulle en dehors de l'intervalle [0, 1], positive et
d’intégrale non nulle (donc la fonction n’est pas identiquement nulle!). On pose f,(x) :=

flz+n)

cha(?ue intervalle [n,n + 1].

La suite de fonction converge simplement vers 0 puisque pour tout x, a partir d’'un
certain rang f,(x) = 0. La convergence a donc lieu presque partout.

Cependant il n’existe pas d’application dominante et sommable. En effet, une telle
application g devrait vérifier

, ce qui signifie qu'on propage la “bosse” en 'atténuant d’un parametre - sur

ole) =supl )] = T

et son intégrale sur R serait donc
1 !
g(x) dr = —/ fly) dy = +oc.
=2,

3.3 Un théoréme sans interversion de limite

Théoreme 3.5. Soit (f,,) une suite de fonctions sommables qui converge presque partout
vers f. Sl existe une fonction sommable g telle que pour presque tout x,

£ ()| < g(x),

alors f est sommable.

b b
Remarque 4. On ne dit pas lim / falt) dt :/ lim f,(t)dt. &

n—-+4o0o a n—-+o0o
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Démonstration. On applique le théoreme de convergence dominée a la suite de fonctions
définies par

gn(x) := min{g(z), max{fu(z), —g(2)}}.

Cette suite converge vers f.
En effet, notons que g est positive. Si n est grand, pour z tel que f,(z) converge vers
f(z), alors on a presque f,(z) ~ f(x). L'inégalité |f| < g, signifie —g < f < g, donc

max{ f(z), —g(x)} = f(x) et min{g(x), max{f(x),—g(x)}} = f(z). 1l suffit ensuite de
vérifier que pour tout n, |g,| < g. ]

Exemple d’application :

Théoreme 3.6. Toute fonction mesurable bornée par une fonction sommable est elle-
meéme sommable.

Démonstration. On fait la preuve dan sel cas d'une fonction positive. C’est une simple
conséquence du théoreme 3.5. On considere pour f,, une suite de fonction étagées qui croit
vers la fonction mesurable étudiée f. Une telle suite se construit par exemple en prenant
les ensembles Ay, := f~'([k/2",(k + 1)/2") et B, := f~!([n,+00[). Si on veut des
ensembles de mesure finie, on peut les tronquer & [— N, N| (on rajoute donc un parametre
N). La fonction f,, est alors définie par

fn Z k2_n][,4k7n + TL][Bn.
k
Pour ¢ on prend la fonction sommable qui majore |f]. O]

3.4 Le Lemme de Fatou

Théoréme 3.7 (Lemme de Fatou). Soit (f,,) une suite de fonctions positives et sommables
qui converge presque partout vers f. S’il existe A tel que pour tout n,

b
/ fu(z)dx < A,
b
alors f est sommable et/ flz)dx < A.

Application : une majoration de l’intégrale de la dérivée. On se donne une
fonction croissante continue sur [0,1]. On admet que ceci implique que f est presque
partout dérivable. Nous allons démontrer que la dérivée est sommable et qu’elle vérifie
I'inégalité suivante :

/0 F(@)de < f(1) — £(0). (2)

Pour cela on considere la suite d’applications définies par

fulz) = {n<f(a: P fa)siz<1— 1

Osixz>1—2L
n
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Les applications f,, sont toutes positives car f est croissante et la suite converge presque
partout vers f'(z).
1

Calculons / fn(z) dx. Pour cela on introduit la primitive F' de f définie par F(z) :=
0

/ f(t)dt (ici on parle d’intégrale de Riemann car f est continue).
0

/01 folx)dz = n/lrlb flx+ 1)dm —n/oli f(x)dx
= / f(z da:—n/l_ f(z)dx

— P —nF(l) _nF(1— %) +nF(0)
= (F() = F( =)~ n(F() ~ F(0))
)

“notoo (1) = F'(0) = f(1) = £(0).

Pour utiliser la version du Lemme de Fatou que nous avons, il faut étre un peu plus précis.
Pour € > 0 fixé, il existe donc N tel que pour tout n > N,

/0 fulw)de < F(1) — £(0) + ¢

On applique alors le lemme de Fatou, qui montre d’une part que f’ est sommable et
d’autre part qu’elle vérifie I'inégalité

/0 ) de < FU) - F(0)+ 2

Celle-ci est vraie pour tout ¢, on fait donc ¢ — 0. CQFD

4 Exemples d’application des théoremes précédents
4.1 Application de la convergence monotone

Théoréme 4.1. Si l'intégrale de Riemann |f(x)|dx est convergente sur l’intervalle

(a,b) alors f est sommable (au sens de Lebesgue) et les deux intégrales coincident.

Démonstration. Considérons le cas a = 0 et b = +00 et f continue (éventuellement juste

par morceaux). On pose f,(x) := |f(x)].Tjn (). La suite est croissante et chaque f, est

sommable comme fonction continue définie sur un compact. De plus 'intégrale coincide
n

avec / | f(x)|dz. La limite existe, par hypothese, donc la suite des intégrales est bornée.
0

Ainsi f, converge presque partout vers une fonction fv qui est sommable d’'intégrale la
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limite des intégrales des f,. La convergence presque partout des f, montre qu’en fait
f =|f| (presque partout) et la limite des intégrales donne

e = [ = [ 1@l

0 n—-+o0o

Cela montre que f est sommable. O

Exercice 4

On se propose de calculer I'intégrale de Gauss / e dz.

R
2

x
1/ Soit z dans R. Montrer que la suite définie par (1 — =)™ converge vers e % et
est croissante a partir d’un certain rang. Pour établir la croissance, on pourra faire le
développement limité du logarithme du rapport de deux termes successifs de la suite.
2/ On considere la suite de fonctions définies par

falz) = (1— g)nl[[o,\/ﬁ](x)

. . _ 2
Montrer que la suite est croissante et converge presque partout vers x +— e

3/ En déduire I'égalité / e dr = lim / fulz) da.

Ry n—-+00 R

sur R.

4/ On rappelle que les intégrales de Wallis, définies par

™

Im:/2 cos™ 6 do
0

s
vérifient [, ~ o lorsque m tend vers +oo. Conclure a 'aide d’un changement de
m

variable dans le calcul de fn(z) dz.
Ry

4.2 Application de la convergence dominée

Exercice 5
Donner une bosse glissante qui admet une application dominante sommable.

Exercice 6
Revenir sur 'exercice de 'intégrale de Gauss sans avoir besoin de prouver la croissance.

+o00o
Proposition 4.2. Soit f une fonction continue sur [0, 4o00| telle que (x) dx converge
0

+oo
mais / |f(z)| dx diverge (au sens des intégrales de Riemann). Alors f n'est pas som-
0

mable.
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Démonstration. Faisons une démonstration par 'absurde. Supposons que f est sommable.
Alors, la proposition 2.9 montre que |f| est sommable. Considérons f,(z) := Tjo(x) f(2).
On a évidemment

[ ful < [f]-

Le théoreme de Lebesgue assure que (| f,|) converge vers une fonction sommable et que
I'intégrale de cette fonction est la limite des intégrales. Mais la suite (|f,|) converge vers
| f| simplement (donc partout) et la limite des intégrales diverge. O

Le méme argument (tronquer) permet de montrer que 1|, ;o[ n’est pas sommable.

Ce résultat complete le théoreme 4.1. Pour un intervalle infini et une fonction conti-
nue (par morceaux) la sommabilité au sens de Lebesgue est équivalente a ’absolue
convergence au sens de Riemann.

Régularité sous le signe somme :

Théoreme 4.3. Soit f: I x (a,b) — R une fonction de deuz variables. On suppose que
1. pour tout t € I la fonction d’une variable x — f(t,x) est sommable sur (a,b) ;
2. pour presque tout x, la fonction t — f(t,x) est continue;

3. il existe une fonction x — g(x)sommable telle que pour tout t, |f(t,x)| < g(z).

b
Alors la fonction t — F(t) := / f(t,x)dx est continue.

Démonstration. La continuité de F' en ty est équivalente a :
Pour toute suite (g,,) qui tend vers 0, lirf F(to+e,) = F(to)-
n—-+0o0

Fixons ty et une suite (g,) tendant vers 0. On pose

Ju(x) := f(to + en, ) et f(x) == f(to, 7).

b b
Il faut alors démontrer lirf / folz)de = / f(x)dzx. Les deux dernieres hypotheses
n——+0oo a a

permettent d’appliquer le théoreme de convergence dominée de Lebesgue. O

Le méme genre d’astuce permet de démontrer le théoreme de dérivation sous le signe
somime :
Théoreme 4.4. Soit f: 1 x (a,b) — R une fonction de deuz variables. On suppose que
1. pour tout t € I la fonction d’une variable x — f(t,x) est sommable sur (a,b) ;

2. pour presque tout x, la fonction t — f(t,x) est de classe C';

3. il existe une fonction x +— g(x)sommable telle que pour tout t, w < g(x).
b b af
Alors la fonction t — F(t) := / f(t,x)dx est dérivable et F'(t) = / E(t,x) dx
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Une autre application : une presque primitive. On considere une fonction som-
mable f sur (a,b). Pour ¢ € (a,b) on pose

/f t)dt six > c,
/f t)dt siz <ec.

Alors la fonction F' est continue. Pour le voir, on utilise la formule de Chasles, ce qui
permet de supposer ¢ = a. La fonction F' devient alors

/ F(t) di = / (DS (1) .

La fonction de deux variables g(z,t) = T, 4 (t) f(t) satisfait les hypotheses du théoreme

de continuité sous les signe / (Th 4.3).

4.3 Application du lemme de Fatou : une égalité pour ’intégrale
de la dérivée

Soit f une application continue dérivable sur [0,1] de dérivée bornée. Alors f’ est
sommable et

/0 f(@)dr = f(1) — £(0). (3)

Notez que 'on ne dit rien sur la continuité de f’, donc sur le fait qu’elle soit Riemann-
intégrable ou non. La preuve utilise le théoreme de convergence dominée. On reprend la
méme suite de fonctions (f,) que précédemment ®. Le théoréme des accroissements finis
montre qu’il existe M tel que pour tout n,

|[fn(z)] < M.

Le théoreme de convergence monotone s’applique et on a donc

[ st = i [ i =10 s,

Remarque 5. L’hypothese ici est que la fonction est dérivable partout, ce qui permet
d’utiliser le théoreme des accroissements finis. On n’a donc pas besoin de la croissance de
f pour obtenir la positivité de f,, c’est la domination qui est utilisée.

Toutefois, le résultat est faux si on suppose juste que f est dérivable presque partout et

sa dérivée bornée (presque partout). L’escalier du diable est un contre-exemple classique.
[ |

6. pour obtenir 'inégalité 2.
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5 Espaces L?

5.1 Inégalités de convexité

Proposition 5.1. Soit « €]0,1]. On pose B := 1 — «. Soient f et g deuz fonctions
sommables sur (a,b). Alors |f|*|g|® est sommable et

Lﬂﬂwwmuwwxs(Lﬂf@MM§a(LﬂmmhM)ﬁ

Démonstration. C’est une application “classique” de la convexité, laissée en exercice et /ou
admise. O]

A partir de cette inégalité, nous pouvons définir des nouveaux espaces.

Définition 5.2. Soit p un réel strictement positif. On note LP [’ensemble des applications
f définies (presque partout) sur (a,b) telle que |f|P soit sommable.

Pour p > 1, on appelle conjugué le réel ¢ > 1 tel que — + — = 1.
P q
Remarque 6. On notera que L' est exactement I'ensemble des fonctions sommables. H

Il y a une relation naturelle entre L” et L?. Elle découle de I'inégalité de Holder.

Proposition 5.3. Soient p > 1 et ¢ son conjugué Soient f et g respectivement dans LP

et LY. Alors fg est sommable et
b 7
([ o) (@

l%@mmms([vm@

3 =

Démonstration. On utilise la proposition 5.1 avec a = Il? et de bonnes fonctions in-
termédiaires : on pose ¢ = |f|P et ¥ = [g]?, a = % et f = %. ¢ et 1 sont sommables
ot "y’ = |fgl. O

L’inégalité (4) s’appelle linégalité de Hélder. Dans le cas particulier ou p = 2, alors
q = p = 2 et elle s’appelle I'inégalité de Cauchy-Schwarz.
A partir de I'inégalité de Holder, on en obtient une autre tres importante :

Proposition 5.4 (Inégalité de Minkowski). Soient f et g deux fonctions dans LP (p > 1).
Alors f + g est dans LP et

(/u +9PM) (/v|mai(fmmwﬁé 5)
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5.2 Espaces L7, p>1

On considere p > 1.
Proposition 5.5. L’ensemble LP est un R-espace vectoriel.

Démonstration. Laissée en exercice et/ou admise. La principale difficulté est de démontrer
la stabilité par combinaison linéaire. Ceci résulte de 'inégalité de Minkowski. [

|vmu=(lﬂﬂ@W¢Q;.

Proposition 5.6. L’application || ||, est une norme sur LP. C’est a dire qu’elle vérifie
les trois propriétés suivantes :

1. ||fll, = 0 si et seulement si f = 0.
2. 1IN fllp = AL fllp pour tout f € LP et X € R
3 A gllp < N fllp + llgllp (inégalité triangulaire).

Pour f dans LP on pose

Démonstration. La derniere propriété est une application directe de I'inégalité de Min-
kowski. La premiere découle du corollaire 3.3. La deuxieme de la linéarité de l'intégrale.

O
Voici pele-meéle et sans démonstrations les principales propriétés de I'espace LP.
1. LP muni de la norme || ||, est complet : toute suite de Cauchy converge.
2. Les compacts de LP (pour la norme || |[|,) ne sont pas tous les fermés bornés. En
particulier la boule unité n’est pas compacte.
3. LP (toujours muni de la norme || ||,) est séparable, c’est & dire qu’il existe une suite
dense”.
4. Toutes les normes ne sont pas équivalentes dans LP.
5.3 Le cas particulier p = 2
Le cas p = 2 est particulier parce que, dans ce cas, lanorme || ||z découle d’un produit
scalaire :
Si f et g sont dans L? on note
b
< flg>i= [ f)gla)do.
a
L’application < | > est un produit scalaire sur L?, c’est a dire qu’elle est
1. bilinéaire : < A.f +glh >= A. < flh >+ < glh > et < fl]Ag+h>= )\ < flg >
+ < flh >;

2. symétrique : < flg >=<g|f >;

7. On rappelle que dense signifie que toute boule de rayon > 0 contient au moins un élément de la
suite considérée.
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3. positive : < f|f >>0;
4. définie : < f|f >= 0 si et seulement si f = 0.

Dans ce cas, la norme || ||y vérifie :

[ fllz = V< fIf >

Définition 5.7. On dit que deuz fonctions f et g de L* sont orthogonales si < flg >=
0. Si V est un sous-espace vectoriel de L?, on dit que f est orthogonale a V si f est
orthogonale a tout élément g € V.

Une famille (f,) dans L* est dire orthonormée si pour tout n et m,

< falfin >= Onm.
Le produit scalaire permet d’avoir
Théoréme 5.8 (Pythagore). Si f et g sont orthogonales alors ||f + gl|3 = || f]3 + ||9]|3-

Par ailleurs, on rappelle que dans un espace-vectoriel, une famille est une base (vecto-
rielle) si tout élément de I’espace est une unique combinaison linéaire finie d’éléments de
la base. Etant donnée une famille (libre), 'espace vectoriel engendré par cette famille est
alors I’ensemble des combinaisons linéaires finies des éléments de la famille.

Ainsi, la principale propriété de L? c’est qu’il existe des familles libres orthonormées
telles que les espaces qu’elles engendrent sont denses. On parle alors de base hilbertienne® :

Théoréme 5.9 (et définition). Dans L? une base hilbertienne est une famille (v,) ortho-
normale telle que l’espace vectoriel engendré par les , est dense pour la norme || ||2.
Dans ce cas, pour tout f dans L? on aura l’égalité

+00
f:Z<f’90n>Qpn- (6)
n=0
+oo
De plus la suite définie par ¢, =< fl|p, > vérifie Z |cn|? < +o0.
n=0
“+oo
Réciproquement, étant donnée une suite de scalaires (c,) vérifiant Z lcnl? < 400,
n=0

chgpn est bien défini et est une fonction de L?.

n

Remarque 7. Depuis le début nous considérons a priori un R-espace vectoriel. on aurait
pu considérer un C-espace vectoriel et le produit hermitien < flg >= f; f(x)g(z)dx.
Dans ce cas il faut prendre les modules des ¢, qui sont des nombres complexes. Il

L égalité (6) doit se comprendre dans L2, 'élément de droite est une série infinie, ¢’est
a dire une limite. L’égalité signifie donc

lim [[f = < flee > @ella =0,
k=0

n—-+400o

8. Attention, une base hilbertienne n’est pas une base vectorielle.



5. Espaces L 22

b n
soit encore lim |f(z) — Z < flor > or(2)|* dz = 0.
k=0

n—-+0o00
le reste du théoreme signifie donc, qu’étant donnée une base hilbertienne, un élément
de L? s’obtient “juste” sous forme d’une série des vecteurs de la base.
On obtient aussi une autre égalité :

“+oo
1FI3 =) < flon>* (7)
n=0

Exemple : séries de Fourier Si (a,b) = (0,27), on peut prendre comme famille soit
les fonctions du type z + cosnz et les fonctions du type x — sinnx (le cas réel® en
calculant I'intégrale de leur carré), soit les fonctions du type x +— €™ (le cas complexe).

On sait, par exemple que des fonctions continues par morceaux sont sommables. Le
carré d’une fonction continue par morceaux est encore continue par morceaux donc est
dans L2

Ainsi, on retrouve une version différente du théoreme de Dirichlet sur I’égalité d’une
fonction un peu réguliere avec sa série de Fourier (égalité (6)). L’égalité (7) n’est rien
d’autre que I’égalité de Parseval.

Le bon cadre pour faire les séries de Fourier c’est le cadre L? (et certainement pas les
fonctions continues part morceaux).

Application : exemples de fonctions dans L? mais pas continue (ou réglées). Il suffit
de choisir n'importe quelle suite (¢,) telle que Y |c,|* converge mais pas Y, |c,|. Par
exemple

n’est pas continue mais dans L*(0, 27).

5.4 L~

Nous avons vu l'inégalité de Holder, qui n’est valide que si p et ¢ sont plus grand que
1. Il existe toutefois une version pour p = 1. Pour cela nous devons introduire un autre
espace norme.

Définition 5.10. On appelle L™ [’ensemble des applications qui sont (presque partout)
bornée, c’est a dire les applications f telles qu’il existe un ensemble E négligeable et un
réel C tel que pour tout x € (a,b) \ E, |f(z)| < C.

On note alors ||f|| := sup{||f(x), = € (a,b) \ E}.

Lemme 5.11. L’application || || : L™ — R est une norme.
La proposition 5.3 s’étend au cas p=1et g = o0 :

Proposition 5.12. Soient f dans L' et g dans L. Alors fg est sommable et

b b
[ 15@o@laz < gl [ 1561 dz

9. il faut renormaliser ces fonctions
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5.5 Inclusions

On peut se demander quelles sont les relations entre les espaces LP. Lorsque (a,b) est

infinie il n’y en a aucune. En effet, prenons (a, b) =]0, 1[. La fonction x . est dans
L? mais pas dans L'. Inversement, z Lw est dans L' mais pas dans L?.

Lorsque (a, b) est de longueur finie, alors les choses changent :
Proposition 5.13. Si (a,b) est de longueur finie alors LP C L™ sip > m.
Démonstration. Utiliser I'inégalité de Holder avec f et T, ). O

5.6 Non-équivalence des normes
Considérons la suite de fonction sur [0, 1], f,, définie par
an six € [0, 1]
fula) = {05tz > 2

continue affine entre les 2

Cette suite converge presque partout vers la fonction nulle. On a

/ fula) o =51

Cela montre, en fonction du choix de a,, que (f,) peut converger ou non vers la fonction
nulle dans L*.

Théoréme 5.14. Si (f,) est une suite qui converge dans LP wvers f, alors il existe une
suite extraite (fyn,) qui converge presque partout vers f.

6 Théoremes de Fubini

Théoréme 6.1 (Fubini-Tonelli). Soient (X,B,u) et (Y,V,v) deuz espaces mesurés, f
une application mesurable pour la tribu produit B ® V a valeurs dans [0, +00]. Alors

1. Les fonctions x /f(m,y) dv(y) ety — /f(w,y) du(z) sont mesurables (respec-

tivement par rapport a B et V).
2. Il y a les égalités dans [0, +o0]

[ temdner= [ [ et = [ [ ) )

Exemple. Soient (a,,,,) des réels positifs. Alors

2.0 W=D )
n m m n
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Théoréme 6.2 (Fubini-Lebesgue). Soient (X, B, u) et (Y,V,v) deuzx espaces mesurés, f
une application dans L'(u ® v). Alors

1. Pour u presque tout z, y — f(z,y) est dans L'(v).
2. Pour v presque tout y, x — f(x,y) est dans L' (u).

3. T /f(x,y) dv(y) ety /f(x,y) du(z) sont respectivement dans L'(u) et
L'(v).
4. Il y’a les égalités dans R

Xxyﬂ”)d“@”—//fwdv ) dpa(x //fxydu ) dv(y).

Un contre-exemple. Voici un exemple pour illustrer la différence entre les deux théoremes
et, en particulier 'importance de I’hypothese que f soit dans L'(u ® v).

Soit f la fonction définie sur Ry x [0,1] par f(z,y) = 2¢~*¥ — ¢~ La fonction est
continue donc mesurable par rapport a la tribu borélienne. D’autre part, pour tout y > 0,

[e7v — 2] 7% =0,

1
f(xa y) dx = —
R, Yy
et pour tout x > 0,

1
fla,y)dy = — [ — e 2] =
0.1 v

Ces deux égalités ont aussi lieu A\-presque partout respectivement dans [0, 1] et dans R .
—x —2z
e J—
La fonction & — ——————— se prolonge par continuité en 0 (de valeur 1) et est donc

x
intégrable. Elle est aussi strictement positive.
Par ailleurs on a

/ f(z,y)dvdy = 0
[0»1] Ry

+o00 et _ 2
et / flz,y) dyde = / ———dzx >0
Ry J[0,1] 0

T

Exercice 7

x
2/ Le contre exemple montre que f ne peut pas étre dans L'(A ® \). Le montrer directe-
ment “a la main”.

‘oo —x 2z
1/ Calculer / £ T° .
0
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Exemple d’application : intégration par parties Soient f et g deux applications
dans L'()\). On pose

G(x):/ gBdt si x>0,
[0,2]

Alors

/0 " HOC) df = F(2)G(x) — / " Pg(t) dt.

Nous allons faire la preuve dans le cas x > 0 plus simple a manipuler. Il faut adapter les
signes pour le cas x < 0.

On utilise le théoreme 6.2 pour la fonction ¢(t,s) := Tyo<s<i<qy f(t)g(s) définie sur
[0,1]2. La fonction est mesurable comme produit direct de fonction mesurables. Elle est
sommable car

6(t, s)| < [f(D)llg(s)],
et f et g sont dans'® L*(\). On applique alors le Théoréme de Fubini-Tonelli (Th. 6.1) &

|f()]|g(s)| qui est un produit de fonctions sommables.
On peut donc appliquer le théoreme de Fubini-Lebesgue qui permet d’avoir I’égalité

/ (1, s) dtds:/ o(t, s) dsdt.
[0,2] J[0,x] [0,z] J[0,z]

L’intégrale de droite vaut

dsdt = dsd
4)@] [0,] $t, 5) dod /[tm}f(t) /[o,t]g(s) sdt
= fG(t)dt.
]

[0,z

Pour celle de gauche, on se souvient que la mesure de Lebesgue ne charge pas les points.

Donc
/ o(t,s)dtds = / g(s)/ f(t)dtds
[0,2] /[0,7] [0,z] 5

N / / (Ljo,0)(¢) — Ty, (2)) f(T) dtds
[0,z] J[0,x]

_ /[ L9 [ f(tdtas - /[ e / £ dids
— G(x)F(x)—/O g(s)F(s)ds.

10. On aurait en fait pu seulement supposer que f et g sont localement intégrables, c’est a dire intégrable
sur tout segment de R
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7 Changement de variables

Nous énoncons les résultats en dimension 2, mais donnerons aussi des exemples en
dimension 3. Ils s’étendent a la dimension supérieure.

Définition 7.1. Soit ¢ un difféomorphisme local d’un domaine U de R? dans un domaine

V' de R?. On note donc ¢(z,y) = ( o1(z,9) > La matrice Jy(z,y) définie par

¢2(£E7y>
06, 90,
o or 0
J¢($ay = % @;32
or Oy

061092 _ 061002 s’appelle le
oxr Oy Oy Ox
Jacobien de ¢ en (x,y). C’est aussi le déterminant de la matrice jacobienne.

s’appelle la matrice jacobienne de ¢ en (x,y). La quantité

Théoréme 7.2. Soit ¢ un difféomorphisme local d’un domaine U de R? dans un domaine
V de R?. Soit f une fonction définie sur V. Alors pour tout f sommable

J[ sy = [[ £oote.laetsiie. ol deac,

ou detJ,(§, () est le déterminant de la matrice jacobienne.

7.0.1 Coordonnées polaires

Un point de coordonnées cartésiennes (x,y) peut aussi étre vu avec les coordonnées
polaires (p, #), définies par la relation

x = pcost, y=psinf.

Posons F(p,0) = f(pcosf,psinf) et A est le domaine décrit par les coordonnées
polaires lorsque le point (z,y) décrit D. En écrivant les coordonnées cartésiennes comme
fonctions des coordonnées polaires on trouve

x x
— =cosf, — = —psinf
p cost, g psind,
9y _ sin 6 9y _ cosf
ap DT pg T PERY
Le Jacobien g—i% — g_ij)% vaut p.

1
Exemple. On veut calculer [ = / / avec D le quart de disque 0 < x < 1,

p 1422 +y?
0<y<1let0<a?+y? < 1. Le changement en polaires donne comme domaine A
'ensemble [0, 7] x [0,1]. On a donc

1
I = dod

qui se calcule facilement.
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7.0.2 Coordonnées cylindriques

Le point de coordonnées cartésiennes (z,y, z) est représenté par les coordonnées cy-
lindriques (p, 0, z) données par

x=pcosl, y=psinfh, z=z.

La matrice jacobienne est

cos 0 sinf 0
—psin€ pcosf 0
0 0 1

dont le déterminant vaut p. On a donc

/// f(z,y, 2) dedydz = /// f(pcos, psind, z)pdpdfdz.
o(A) A

7.0.3 Coordonnées sphériques

Contrairement a ’habitude, ce sont les coordonnées les plus naturelles, puisque ce
sont celles qui sont vues par les yeux! Un point de coordonnées cartésiennes (z, vy, z) est
représenté par les coordonnées (p, 0, ¢) telles que

PP =2+ +2% z=pcosf, x=psinfcosy, y = psinfsine.
La matrice jacobienne est donnée par

cos @ sin ¢ sin p sin cos
—psinpsinf pcospsinf 0
pcospcost psinpcosf —psinf

dont le déterminant vaut p?sinf. On a donc

// f(z,y, 2)dedydz = /// f(pcos@sin, psin sin b, pcos ) p? sin 0 dpdfdp.
P(A) A

Exemple. On veut calculer I = / / / xyz dxdydz ou K est ’ensemble des points de la
K

spheére unité dont les 3 coordonnées (cartésiennes) sont positives.
En coordonnées sphérique, cet ensemble représente 1’ensemble des points dont p varie
entre 0 et 1, et les 2 angles 0 et o entre 0 et 5. On a donc

1 = /// xyz drdydz
K

L r3 3
= / / / p3 sin? 6 cos psin p cos (9,02 sin 0 dpdfdp
o Jo Jo

1 g g
= (/ 0° dp) </ sin® 6 cos 0 dé‘) (/ cos p sin dgp)
0 0 0

1

48
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Un calcul en remplacant z par /1 — 22 — y? donnerait

1 V1—z2 \/1—x2—y2
]:/y/ x/ zdz dx dy,
0 0 0

plus difficile. Un calcul en cylindrique donnerait

T 1 /192
I= (/ sin@cos@d&) (/ / p*.zdz dp) .
0 o Jo

Application Loi de la somme de deux variables aléatoires a densité et indépendantes.

8 Théorie de la mesure

8.1 La tribu borélienne et la mesure de Lebesgue a partir de la
méthode de Cauchy

Définition 8.1. Une fonction est mesurable (au sens de Lebesgue) si elle est limite presque
partout d’une suite de fonction e.s.c..

Remarque 8. Les fonctions sommables sont donc mesurables !

Définition 8.2. Un ensemble E C (a,b) est dit mesurable (au sens de Lebesque) si sa
fonction indicatrice 1g est mesurable (au sens de Lebesque).

Sa mesure est alors la quantité fab 1g(x) dx si elle est finie, et +00 sinon. On la notera
ANE).

Comme g p = Ig + Ip — Igllp, et Ignp = Iglp, 'union et l'intersection de deux
ensembles mesurables est encore un ensemble mesurable. Par récurrence c’est aussi vraie
pour une union finie ou une intersection finie.

Lemme 8.3. Soit E, une collection dénombrable d’ensembles mesurables deuz o deux
disjoints. Alors U, E, est mesurable et

MUnEn) = > AEn).

8.1.1 Les deux méthodes coincident

Proposition 8.4. Soit f une fonction. Alors

sup{/god/\, p étagée et ¢ < f} :sup{/god)\, @ e.s.cet p < f}

Démonstration. 11 suffit de montrer que pour tout ¢ étagée, on peut trouver une fonction
Y e.s.ctelle que 1 < ¢ et [ d\ aussi proche que voulu de [ ¢ d\. On admet que c’est
possible.

]
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8.2 Mesures sur une tribu
8.2.1 Quelques compléments sur les tribus

1. La tribu grossiere est composée de deux éléments, () et X.

2. Au contraire la tribu triviale est P(X) I'ensemble des parties de X. ¢’est bien souvent
une tribu trop grosse.

3. Etant donné un ensemble A, I'ensemble {), X, A, X \ A} est une tribu.

4. D’une facon général, étant donné une partition X = UX;, 'ensemble des éléments
de la forme Ujc ;-1 X; est une tribu.

Exercice 8
Montrer que l'intersection de deux tribus est encore une tribu. D’une fagon générale
montrer qu'une intersection de tribus est encore une tribu.

A partir de cet exercice on peut définir la plus petite tribu contenant une famille
d’ensembles : c’est 'intersection de toutes les tribus qui contiennent tous ces ensemble.
Une telle tribu existe car P(X) est une tribu et contient, par définition, tous les sous-
ensembles de X.

Définition 8.5. Si X = R, la tribu des boréliens est la plus petite tribu qui contient tous
les ouverts.

Proposition 8.6. Si X = R, les ensembles Lebesgues mesurables vus a la définition 8.2

sont exactement les ensembles de la tribu de Borel.

8.2.2 Propriétés des mesures

Les principales propriétés d’une mesures sont les suivantes :

Lemme 8.7. Une mesure est croissante pour linclusion :
1. 8i A C B alors u(A) < u(B).
2. Siu(A) < 400, alors pn(B\ A) = u(B) — p(A).
3. Si u(A) = 400, on ne peut rien dire sur u(B\ A).

Démonstration. Utiliser B = B\ AU A. O

Lemme 8.8. Une mesure est fortement additive :
AU B) + (AN B) = u(A) + u(B).
Lemme 8.9. Si (A,,) est une suite croissante d’ensembles mesurables, alors

p(UA,) = lim p(A,).

n—-+o0o

Si (By,) est une suite décroissante d’ensembles mesurables, alors

w(NB,) = lim wu(By,).

n—-+00

11. pour tout n, A, C Apt1
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Lemme 8.10. Une mesure est sous-additive :

N(UAH) < Z N(An)

On admettra une propriété qui caractérise la mesure de Lebesgue dans R : Pour tout
ensemble mesurable A,
Az + A) = A(A).

8.2.3 Exemples de mesures autres que Lebesgue

La mesure de Dirac en x(y définie par

{1six0€A

0 sinon.

Elle se note d,,.

Cantor Triadic On construit une fonction, appelée escalier du diable a I’aide d’une
suite de fonctions continues.

La fonction fy est la fonction identité. La fonction f; est obtenue en prenant la fonction
constante égale & 1 sur Vintervalle [z, 3]. Sur [0, 3] et [2, 1] elle est affine et vérifie f1(0) =0

et fl( ) 1.

La fonction f, 11 se construit a partir de la fonction f,, de la maniere suivante (voir 1).
La fonction f,, est constante sur des intervalles de la forme [4;, J?’ipl] (avec p < n) et affine

par morceaux. Sur un morceaux “oblique” de taille horlzontale L et verticale - 5w, O coupe
Iintervalle en 3 tiers, la fonction est constante sur le tiers du m1l1eu de valeur la moitié
des 2 valeurs extrémales de f, puis on la rend continue affine par morceaux (sans changer
les valeurs extrémales sur 'intervalle). On vérifie que f,, .1 est bien constante globalement
affine par morceaux, sur des morceaux de la forme [, Lt (avec p < n+ 1) et strictement
croissantes sur des intervalles de taille ST avec des variations de taille o .

La différence entre f,, et f,;1 est inférieure a 5 L donc la suite est de Cauchy et converge
uniformément vers une fonction continue.

Il s’agit d’une fonction continue, valant 0 en 0 et 1 en 1 mais presque partout de
dérivée nulle. Cette fonction F' permet de définir une intégrale (de Stieltjes), qui définit

une mesure portée par le Cantor triadic : L’intégrale d’'une fonction e.s.c.vaut

Z an anJrl F(an>>7

373]

ou les intervalles sont les [a,, a, 1] et sur cet intervalle la fonction vaut «,,. Cette nouvelle
définition donne un nouvel ensemble de fonctions sommables et un nouvel ensemble &;.
Avec cette intégrale, on définit une mesure qui vérifiera :

,u([anv an+1[) = F(an+1> - F<an)

Cette mesure ne charge aucun des intervalles “plateaux” de F.
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FIGURE 1 — Escalier du Diable

Une famille de mesures de support total sur [0,1] La construction se fait aussi
par récurrence. On part a nouveau de fy = Id. Chaque f,, est affine par morceaux. Sur un
intervalle de taille 2% ou f, est de pente constante, on coupe l'intervalle en 2 moitiés, on
multiplie la pente sur la premiere moitié par p €]0, 1] et par ¢ := 1 — p sur 'autre moitié.
Cela donne une nouvelle fonctions du méme type (mais a 1’échelle n 4 1). Elle converge
uniformément vers une fonction continue croissante. On construit 'intégrale de Stieltjes
a partir de la fonction limite.

Remarque 9. On notera que la mesure de Lebesgue a été construite pour F(z) = x. B

Autres mesures Sur X = {0,1} on peut mettre la Loi de Bernoulli de parametre p en
prenant comme tribu P(X).

D’une facon plus générale, une variable aléatoire réelle définie une mesure sur R. La
fonctions répartition F' permet de définir une intégrale et une mesure, appelée mesure
image.

8.3 Théorie plus générale de I’intégration

La plupart des résultats vus pour la mesure de
Lebesgue sont vrais dans le cadre plus général
d’un espace mesuré (X, B, ;). L’ensemble des ap-
plications f telles que [|f?|du < +oo sera noté

LP(p).

Les théoremes de convergence monotone (Th. 3.1) et de convergence dominée (Th. 3.4)
sont vrais, ainsi qu elle Lemme de Fatou ( Lemme 3.7). Les propriétés des espaces LP
aussi, surtout la structure hilbertienne de L?(u) (avec un produit scalaire).

Les théoremes de continuité et dérivations sous le signe somme sont vrais si la mesure
ne “charge pas les points”, c’est a dire que pour tout a € X, u({a}) =0.

Notation : dans cette théorie on ne fait pas de différence entre U'intervalle [a,b] ou

I'intervalle [b, a]. La mesure assigne un poids a l'intervalle, il n’y a pas de direction (a < b)
privilégiée. On notera donc l'intégrale

/ f(z)du(z) ou plus simplement / f dp voire /fdu.
X X
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8.3.1 Deux applications

Le lemme de Borel-Cantelli

Proposition 8.11 (Borel-Cantelli). Soit (X, B, i) un espace mesuré. Soit (A,) une suite
d’éléments de B tels que

+o0
> pu(A,) < +oo.
n=1
Alors presque tout point n’appartient qu’a un nombre fini de A,.

Démonstration. C’est une application de la généralisation d’un des corollaire du théoreme
de Beppo Lévi au cas d'une mesure quelconque. Le corollaire 3.2 dans ce cadre s’applique
encore. La série de terme général

H(A,) = / Ly, () dp(z)

converge donc la série Z 14, converge presque partout. Or pour z dans X, 14, (x) vaut

Osiz ¢ A, et 1sixe A, Sila série Z 14, (), cela signifie que son terme général tend

vers 0 donc vaut 0 a partir d’'un certain rang. ]

Application : apparition du Pile On joue a Pile ou Face une infinité de fois. On note
0 si Face apparait et 1 si c¢’est Pile qui apparait. L’espace mesuré est donc identifiable

a {0, 13N muni de la mesure p = =(dy + 6;)®". On note A, I'événement “Pile n’est pas

2
apparu lors des n-premiers lancers”. Il est de mesure 2%

On a donc
ZM(An) =1 < +o0,

ce qui signifie que pour presque tout tirage Pile apparait au moins une fois '2.

Suites décroissantes d’applications mesurables

Proposition 8.12. Soit (X, B, 1) un espace mesuré. Soit (f,) une suite d’applications
mesurables a valeurs dans R et qui décroit vers f sur X. S’il existe ng telle que f,, soit

sommable (ou encore soit dans L'(1)), alors f est sommable et liril fadp= [ fdu.
n—-—+0oo

Démonstration. Pour n > ng toutes les fonctions f,, sont sommables. On peut appliquer
le théoreme de Beppo Lévi a la suite définie par —f,,. n

Exercice 9
Trouver un contre-exemple si on ne suppose plus qu'il existe ng tel que f,, € L' (u).

12. On peut en aussi démontrer qu’il apparait une infinité de fois.
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9 Des exercices

Exercice 1
On considere la mesure de Lebesgue A sur R. Si f est une fonction dans L'(\) on appelle
transformée de Fourier la fonction :

~

fit) = [ et

On rappelle que € = cos(tz) + i sin(tz).
1/ Justifier que f(t) est bien définie.
2/ En utilisant la continuité sous le signe somme, montrer que f est continue.

3/ Si on suppose aussi que ¢ : x — x.f(z) est dans L'()\), montrer que fest C! et calculer
sa dérivée.

Exercice 2
On considere f dans L'()\) (sur R).

1/ Montrer que pour presque tout x, cos™(z) tend vers 0.

2/ Donner lim [ cos"z.f(z)dx. On justifiera la réponse.
n—+oo Jp

Exercice 3
Soit p une mesure de probabilité (borélienne) sur R. On note F'(z) = pu(] — oo, z]).

1/ Justifier que I est croissante. Que vaut lim F(z)?
T—+00

1
2/ Montrer qu'il y a au plus n points z tels que F(z) — lim F(y) > —.
Yy—xr— n

3/ En déduire qu’il y a au plus un ensemble dénombrable de points z tels que p({z}) > 0.

Exercice 4

+oo
x
1/ Montrer que l'on a pour tout x dans R, = Te N Z e
n=0
+o00 > 1
2/ Montrer I’égalité / dx = —-
0 -1 —n
Exercice 5 )
N . o sin x
On considere la fonction définie par = +—
A 1o L . : T ging
1/ A l’aide d’une intégration par partie, montrer que dx converge (au sens de
0 x
Riemann).
(D7 gin T lsin
2/ Calculer / dz. En déduire que / dx diverge.
nmw T 0 T

sin x
3/ La fonction x —

est-elle Lebesgue-intégrable sur [0, 00| ?

Exercice 6
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sin x R
1/ Montrer que 1'on a pour tout = dans R, =ginx.e * Z e ",
er* —1 o
2/ Montrer 1'é 1't'/+oo i, i !
ontrer I'égalité xr = :
& g er—1 —~1+n?
Exercice 7
Soit f Lebesgue-intégrable sur [0, +oo[. Etudier
+oo
1—nzx
lim f(2) <e"0052<f”> + + 1) da.
n——4oo 0 1 + nr
On pourra étudier pour x fixé lim, ,, e ™" cos®(z) 4 ﬁ + 1. Bien préciser les théoremes

utilisés.

Exercice 8

Soit p une probabilité borélienne sur R. On rappelle le Lemme de Borel Cantelli :

Si (A,) est une suite de boréliens telle que Z,u(An)com;erge, alors, p-presque tout x

n>0
n’appartient qu’a un nombre fini de A,,.

On considere une suite de fonctions f,, et une autre fonction f telles que pour tout

a>0

> ullfa = f1>a) < +oo.

n>0

Montrer que pour p-presque tout ., f,(z) —n_i00 f(T).

Exercice 9 (2pt)
+o00

Etudier lim F(2)e @ dg ot f est une fonction dans L([0,+oo]) (pour la

n—+o00 0
mesure de Lebesgue).

Exercice 10 (4pt)

x
1/ Montrer que pour tout z dans [0, 4o00], et pour tout entier n > 0, (1 - —

n

2/ Etudier lim (1 - E)n e2 dr.
0

n—-+o0o n

Exercice 11 (6pt)

1
Soit f la fonction définie sur |0, 400 par f(z) =

z(1+ [Inz|)?
1/ Montrer que f appartient a L'(]0,1]).

2/ Soit p > 1. Montrer que f n’appartient pas a L*(]0, 1]).

3/ Soit p > 1. Montrer que f appartient ) LP([1,+00]).

Exercice 12 (8pt)
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Soit (E,T,p) un espace mesuré!'® vérifiant 0 < p(E) < +oo. Soient 0 < € < 1 et
f: E — [e,+00] une fonction intégrable sur E.

1/ Soit a € [0,1]. Montrer que f® est intégrable. On pourra majorer f(z)* de deux
manieres différentes, selon que f(x) > 1 ou non.

2/ Montrer que pour tout ¢ > 1, Int < v/t. Montrer alors que In f est dans L?(p).

On pose F(a) = / fedu.
E

3/ Calculer F(0).

4/ Montrer que F est dérivable sur [0, [

2

5/ En déduire la valeur de hrn ( / fed ) a.

Calculer sa dérivée.
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13. On pourra par exemple imaginer E = [a, b] un intervalle de R et u est la mesure de Lebesgue, mais
on écrira toujours F et p.



