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Chapitre 1

Inégalités et calculs

1.1 Nombres

1.1.1 Les ensembles N, Z, Q et R

On sera amené a considérer quatre ensembles de nombres.

1. L’ensemble N des entiers naturels 0,1,2,3,.... C’est I'ensemble qui sert a indexer
les suites. Tout élément y a un successeur (n — n + 1), tous les éléments sauf 0 y
ont un prédécesseur. La relation d’ordre est

n<n-+1.

Par exemple, si p et ¢ sont deux entiers tels que p > ¢, alors p > ¢+ 1.

2. L’ensemble Z des entiers relatifs, ..., —2,—1,0,1,2,3. Tout élément y a un succes-
seur et un prédécesseur. La relation d’ordre étend celle de N. La différence entre N
et Z est essentiellement de nature algébrique.

3. L’ensemble QQ des rationnels. Un nombre x est un rationnel s’il s’écrit sous la forme

T ==,
q

8m

avec p € Z et ¢ € N* := N\ {0}. Notez que 1%, % et plus généralement - avec
m € N* représentent le méme nombre rationnel. On préferera la forme < car le

15
dénominateur et le numérateur n’ont pas de diviseur commun.

On rappelle 'additions e deux rationnels,

+

p. v _pd+ay
q ¢ aq

et donc la relation d’ordre est donnée par

A la différence de Z et N, un rationnel n’a pas de successeur ni de prédécesseur
compatible avec la relation d’ordre.
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L’ensemble Q est dense dans R, c’est a dire qu’entre deux réels différent, il y a
toujours au moins un rationnel (et en fait une infinité).

Meéme si cela défie un peut l'intuition, les trois ensembles N, Z et Q ont le méme
nombre d’éléments, ou plus exactement, la méme infinité d’éléments. On dit qu’ils
sont dénombrables.

Tout comme pour Z, la passage de Z a QQ se justifie essentiellement par des arguments
algébriques.

4. L’ensemble des réels R. C’est un ensemble bien plus gros que Q puisqu’on ne peut
pas compter ses éléments (contrairement & Q). Par exemple, 7, e ou encore v/2 sont
des irrationnels, c’est a dire des réels qui ne sont pas rationnels.

Dans ce cours, nous n’évoquerons pas l’ensemble D des décimaux parfois utilisés. Nous

rappelons les inclusions

NCcZcQcCR.

1.1.2 Les intervalles et voisinages

La relation d’ordre entre les réels, permet de définir les intervalles :

L. Ja,b[={z € R, a < z < b} est I'intervalle ouvert d’extrémités a et b.

][a,b{U{a}

3. Ja,b] = {x € R, a < x < b} est l'intervalle ouvert en a et fermé en b. Il vaut
Ja, b]U{b}.

4. Ja,b] = {z € R, a < 2 < b} est l'intervalle fermé d’extrémité a et b . Il vaut

la, bjU{a, b}.

Un intervalle d’extrémités a et b comme ci-dessus est dit borné. Les intervalles non
bornés sont du type (a, +oo[ avec (= | ou |, ou du type | — 00, b) avec (= [ ou | ou encore
] — 00, 00[=R.

Par exemple [a, +00] est 'ensemble des réels = vérifiant = > a.

Un intervalle se caractérise par “I’absence de trou” entre ses extrémités.

Définition 1.1.1. Si a est un réel, on appelle voisinage de a tout intervalle qui contient
un intervalle de la forme Ja — ¢, a + €[ avec € > 0.

On utilisera cette notion de voisinage de la maniere suivante : “La fonction sinus est
strictement positive sur un voisinage de 7. ”

1.2 Calculs

1.2.1 Manipulation des inégalités
Inégalités strictes ou larges ?

Il faut bien distinguer I'inégalité stricte < de 'inégalité large <. Si a < b alors on
a aussi ¢ < b mais I'implication contraire est fausse. Par exemple —1 < k < 1 permet

d’affirmer lir+n k™ = 0 mais affirmation —1 < k <1 ne le permet pas.
n—-+0oo

Un nombre x ne vérifie pas x < x mais il vérifie z < x.
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Opérations sur les inégalités

e Addition d’inégalité. On peut toujours additionner deux inégalités (dans le méme
sens) :

a<betc<d=a+c<b+d.

Si les deux inégalités de gauche sont larges, 'inégalité de droite est large aussi. Si I'une
des inégalités de gauche est stricte, alors celle de droite aussi est stricte.

e Addition d’un terme, changement de coté. a < b <= a+c < b+ c. On en déduit que
a < b est équivalent a a — b < 0.

e Multiplication d’inégalités On peut multiplier des inégalités si les nombres sont tous
strictement positifs :

0<a<betO<c<d=0<ac<bd.
En effet, bd — ac = a(d — ¢) + d(b — a) est le somme de nombres positifs.

e Multiplication par un nombre négatif Si on change les signes dans une inégalité, on
change de sens. Rappelons que changer de signe signifie multiplier par -1 :

a<b= —a>—b.
Plus généralement, si ¢ < 0, a < b entraine ca > cb.

e Elévation au carré. Si a et b sont tous les deux positifs alors a? et b? sont dans le méme
ordre que a et b. Pour le voir, il suffit de se souvenir de I'identité remarquable

a’> —b* = (a—b)(a+b).

Ceci permet aussi de voir que si a et b sont négatifs, alors a? et b? sont dans ordre
contraire de a et b.
Si a et b sont de signe différent, on ne peut rien dire sur l'ordre relatif entre a? et b%.

Exemples
a=—2etb=3,a%® < b’ Au contraire, a = —3 et b = 2 donnent a? > b.

e passage a l'inverse. Si a et b sont de méme signe (et non nuls)

—_

1
a<b &= —>-.
a

S

1 b—a , . . .
T Par contre si a et b sont de signes contraires a < b entraine
a
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1.2.2 Valeurs absolues

Si x est un réel, le réel —r n’est pas nécessairement négatif. C’est 'opposé de x,
au sens ou
z+ (—z) =0.

Exemples
Siz=1, —x=—1. Maissix = -2, —x = 2.

Définition 1.2.1. Si x est un réel, |x| désigne celui des deux nombres x et —x qui est
positif (ou nul).

Ainsi, siz =0, |[x| =0,siz >0, |z| =z et six <0, |z] = —z.

La valeur absolue est utile pour exprimer de facons condensée certains encadrements.
Exemples
|z| < 1 signifie z €] — 1, 1] ou encore —1 < z < 1.

|z — x| < e signifie © €]xg — €, 19 + €], ce qui est équivalent a dire que = est dans
'intervalle ouvert de centre x et de rayon e (voir déf. 1.1.1).

On rappelle 'inégalité triangulaire

[la] = o] < a —b]. (1.1)

On aussi rappelle Iégalité v 22 = |z| (et non pas z!).

Exemple. On veut donner une expression simplifier de f(z) := Va2 + 2z + 1+V22 — 62 + 9.
On obtient

fla) = V@+1)?+/(z-3)?
= |z +1]+ ]z —3|

x -1 3
le+1] | —x—1 | z4+1 | z+1
lt—3|| —+3 | —z+3| z—3
flx) | 242 2 2z —2

Les opérations faites précédemment sur les inégalités montrent qu’on ne peut pas
comparer |a| et |b| & partir de a < b. )

On dresse le tableau de signe et on additionne :

1.2.3 Puissances et identités remarquables
Puissances rationnelles

Nous reverrons ces notions au chapitre suivant. Nous rappelons cependant certaines
définitions et formules utilise pour le calculs.

La quantité y/z n’est définie que pour z positif. Elle vérifie (v/z)? = z (& ne pas
confondre avec /a2 = |z|!). Par contre la quantité /z est définie pour tout z réel.

Plus généralement, si g est un entier strictement positif, ¥z est définie pour z positif
(ou nul) si ¢ est pair, et pour tout x si ¢ est impair. Elle vérifie

(W) =
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1
La quantité /x se notera aussi 4.

On rappelle que si p est un entier strictement positif, 77 = (définie pour z # 0).

xP
Par convention (au moins pour le moment), 2° = 1 si z # 0.
Comme x +— 2P (avec p entier strictement positif) transforme un réel positif en un réel

positif, on montre 1'égalité : ,
ze = /aP = (V)P

On donne ici les regles de calculs et de manipulations des puissances. Elles sont données
pour z et y strictement positifs, on peut dans certains cas (en fonction des valeurs de r
et ') les étendre au cas = et/ou y non nuls. Le cas nul étant toujours délicat a gérer a
cause des puissances négatives :

Ve eRL, Vye ]Ri/, VreQ etV € QF,
(Z.y)r — xr.yr’ errr

/

= 22" et (27) =27 = (2")".

Binoéme de Newton

T Rn—k) 3]
Ce sont des entiers (méme si leur expression est cour forme de fraction). Ils permettent

d’obtenir .
(a+0b)" = Z (Z) ator,

k=0

n! n.(n—l)...(n—(k?—l)).

n
Les coefficients du bindme de Newton sont < k)

En particulier on aura (a + b)* = a® + 2ab + b* et (a — b)* = a® — 2ab + b*,
On a aussi

a’? —b* = (a—b)(a+b).

1.2.4 Quelques astuces et pieges techniques
Diviser ou soustraire ?7

Si on veut étudier ou résoudre une (in)équation de la forme a = b ou a < b, on peut
toujours se ramener aa —b=0oua—b < 0.

Exemple. On veut étudier 2> =2 + 1 ou 22 < x + 1.
Pour ce faire on va étudier I'inégalité large 2% < x + 1 qui permet de traiter les deux
probléemes en méme temps. Or

P?<r+l <<= 22—zx—-1<0.
On cherche les racines du polynome X? — X — 1. Le discriminant est A =1 +4 =5, et

les racines sont donc
14++/5 1-+5
5 et b= 5

Les solutions de I’équation sont donc = a ou x = b, celles de I'inéquation sont x €]b, a].

Il est parfois utile de diviser! Au lieu de passer de a = b ou a < b a (respectivement)

a a
a—szoua—b<00nV0udraitavoirgzlet—<1.

b
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Pour I'égalité, les deux équations sont équivalentes si et seulement si b n’est pas nul.
Pour l'inéquation, on se réferera aux manipulations des inégalités. Il faut donc que l'on
ait b > 0, sinon l'inégalité change de sens.

T

. 1
Exemple. Etudier < :
r+2 -1

Quantité conjugué
On rappelle que la quantité conjugué de a+b et a—b. 1l est parfois utile de multiplier et

diviser une expression par se quantité conjugué pour obtenir une expression plus pratique.

Exemple. Si on veut étudier lim +/n + 1 — +/n, on peut écrire

n—-+o0o

_ (Wt 1+ Vn)(Vn+1-vn)
Vidl- Vi = Vit 1+n

noter que ’on multiplie et divise par une quantité non nulle si n est un entier naturel
(VA F1)? = (Vi)?
vVn+1+4++n

n+1l-—n 1

Vntl+vn Vatl+yn

Cette derniere expression permet d’affirmer lim vn+1—+/n =0.

n—-4o00

1.3 Exercices

Exercice 1
Développer les expressions suivantes :
1/ =7(5a+3b—5) —2(8 — a+ 2b)
2/ (3x —2)(bx + 1)
3/ —4(z+32)3(z+3)
4/ (2z +1)?
5/ (x = 5)(z+5)
6/ 2(5x — 3)2 - 10
. (x —V3) (z + V3)
/ 5 5 '

Exercice 2

Factoriser les expressions suivantes :

1/ (x—=2)(x—3)+ (x —2) — (4o + 5)(z — 2)
2/ (4 —2)? — (4o — 2) + 22(8x — 4) + 122 — 6
3/ #* — 2z + 1+ 227 — 2.

Exercice 3
Résoudre dans R,

x—1
1/ ——— =0
/2x+\/§
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/ (2x + 3)?
(x —1)(3z — 4)
-1 x

3/ x+2 SIo1

4/ x—2=+2x — 1,

5/ x—1<+x—2.

Exercice 4
Développer (1 + 3x)*

= 1.

Exercice 5

Onpose S=1+z+...+ 2"

1/ Calculer z.5 et S — z.S.

2/ Donner une autre expression de S en fonction de 1 et de z.
3/ En déduire une factorisation de a™ — b™.

Exercice 6

1/ Montrer ||a| — [b]| < |a+b] < |a| + [b].
2/ dire quand il y a égalités ou inégalités strictes.

Exercice 7
Simplifier
1 2
z x+1
3z +4
11
x+2 r+3
2 Tt~

241 Y

3/

< =8 =

Exercice 8

1 1 1 1
1/ A-t-on pour tout dani R mlz :v_12 + - + 1 ?
2/ Résoudre dans R, p sy e +- T



Chapitre 2

Calculs de limites

2.1 Rappels sur le logarithme et ’exponentielle

On se contentera ici de rappeler quelques propriétés utiles pour les calculs de limite.

2.1.1 Rappels sur le logarithme népérien

Il y a plusieurs facons de définir le logarithme :

1. C’est la bijection réciproque de exp,
2. c’est la primitive de = — % sur R* qui s’annule en 1,

3. c’est une solution de I’équation fonctionnelle
Va,b >0 f(ab) = f(a)+ f(b). (2.1)

Nous nous focaliserons, dans un premier termes, sur la derniére propriété (équation
fonctionnelle).

Cette équation montre qu’aucune solution (différente de la fonction nulle partout) ne
peut étre définie en 0 puisqu’on devrait avoir,

Va, f(0) = f(0)+ f(z).

Elle montre aussi que nécessairement f(1) = 0, puis que f ne peut s’annuler que en 1. Ceci
implique aussi que f est monotone (strictement croissante ou strictement décroissante).

On construit ainsi une solution, qui est caractérisée par sa valeur en un point, c’est a
dire, que si on on se fixe un point @ # 1 et a > 0 et une valeur ¢ = f(a), alors on peut
construire une (unique) fonction continue f vérifiant 1’équation fonctionnelle. La fonction
In est une solution de ce type. Elle est définie sur |0, +o0[= R%

L’équation fonctionnelle permet d’avoir : Vg, Vz > 0,

On a aussi les limites suivantes :

Iim Inz = +ooet lim lnz = —o0.
T—+00 z—0t
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Si on cherche la solution en se fixant la condition f(10) = 1, on trouve le logarithme
décimal souvent noté Log. Il est proportionnel a In au sens ou pour tout x,

Log (z) =

Si m est un entier strictement positif, [Log(n)] + 1 est le nombre de chiffres nécessaires
pour écrire n en base 10. Cela signifie que [Log (n)] passe de 1 a 2 lorsque n passe de 99 a
100, et passe de 4 a 5 lorsque n passe de 9999 a 100000. C’est donc une fonction qui
croit trés lentement.

On retiendra que In est plus faible que les puissances. Cela donne donc pour § > 0 (avec
g impair pour la limite en —o0)

p 1
lim zelnz=0 lim npx = 0.
z—0t T—+00 g
In(1+ )

Pour les calculs de limites on retiendra aussi | lim =1\

x—0 x

2.1.2 Exponentielle

Comme pour le logarithme, il y a (au moins) trois manieres différentes d’introduire
I’exponentielle :

1. exp est la bijection réciproque de In.

2. Par I’étude des solutions de I’équation différentielle ¢y’ = y avec la condition initiale
y(0) = L.

3. Par I'étude des solutions de 1’équation fonctionnelle
Va,b f(a+b) = f(a)f(b). (2:2)

Nous nous focalisons, dans un premier temps, sur I’équation fonctionnelle. Si f est une
solution on trouve

f(0) = £(0 +0) = f(0).£(0).

Il y a donc deux solutions possibles pour la valeur f(0) : f(0) = 0 ou f(0) = 1. Si on
retient la solution f(0) = 0, alors pour tout z,

f(@) = f(z +0) = f(x)f(0) = 0.
Pour obtenir une solution de I’équation fonctionnelle non nulle, il faut donc choisir f(0) =

1. L’équation montre aussi que pour tout z, f(x) est nécessairement strictement positif,
puis que f est strictement croissante ou strictement décroissante.

Tout comme pour In, une solution de I’équation fonctionnelle est entierement déterminé
par sa valeur en un point a # 0. La fonction exp est une solution de cette équation. Elle
est définie sur R et a valeurs dans R7 .
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On retiendra : Limites en o0. lir+n exp(z) =+oo  lim exp(z)=0]|
T—>+00 Tr—r—00

exp(z) — 1 _

Limite du taux de variation en 0 : | lim 1.

x—0 xT
Croissance comparée : exp est toujours plus “forte” que n’importe qu’elle puissance
™. Pour tout § > 0,

T—r—00

22 =0 lim x7exp(z) =0|

2.2 Calculs de limites

2.2.1 Combinaisons de limites

Si lim f(x) =l et lim g(z) =" alors lim(f + g)(x) =1+ 1"
Ty Ty Ty
Si lim f(z) =l et lim g(z) =" alors lim f(x).g(z) = L.,
Ty Ty Ty
.- . : 9@ 1
Silim f(z) =1let limg(x) =1" et [ # 0 alors lim =——~ = —.
Ty Y T—=Y ([E) l
Si lim f(z) = +oo et lim g(x) = 400 alors lim(f + g)(z) =

)
Ty
Si lim f(z) = —oo et lim g(x) = —oo alors im (f + g)(x) =
Ty Ty

T—Y

+00.
—00.

2.2.2 Formes indéterminées

Les opérations sur les limites rappelée précédemment ne permettent pas de toujours
conclure. Il y a des formes dites indéterminées :

Si lim f(z) = +oo et limg(z) = —oo alors Im(f + g)(x) est
T—Y Ty Ty

indéterminée.

Si lim f(z) = +oo et limg(z) = 0 alors lim f(z).g(z) est
Ty Y T—Y

indéterminée.

Si lim f(x) = 4oo et limg(zr) = =oo alors lim 9(z) est
Ty Ty Ty f([L’)

indéterminée.

Si lim f(z) = 0 et lim g(x) = 0 alors lim 9(x) est indéterminée.
=Y Ty T—=Y (.T)

Il y a une méthode qui permet trés souvent de trouver les limites (lors-
qu’elles existent) : il s’agit d’identifier les termes dominants (en valeur absolue) et de
les mettre en facteur.

Décomposition

Lorsqu’on veut calculer une limite, on est souvent ramener a une expression du type

A+ B
C+D’
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chaque expression A, B, C' et D pouvant étre du méme genre.

- exp(z) — 23
Exemple. Calculer les limites lorsque x tends vers oo de f(z) = . On
In(|z]) + 22 — 2
peut écrire A = exp(z), B = —2%, C =1In(|z|) et D = 2* — x. Ensuite on redécoupe D en

(a +b)/(c+ d) en posant par exemple a =22, b= —z ,c=1et d = 0.

Calcul de chaque terme

On détermine pour chaque terme de la décomposition sa limite (éventuelle). On iden-
tifie les formes indéterminées. Ensuite, on met en facteurs les termes dominants. Voici
traité 'exemple f(z) donné ci-dessus.

En +o0o . Au numérateur, A est dominant. Pour le dénominateur, a est dominant puis
D est dominant. On trouve donc

exp(z)(1 — m).

fz) =

2(lnz 11
$<x2+ x)

nw 1
La quantité 1 — tend vers 1 si x tend vers +0o. De méme —5- +1 — —. Il reste
x x

o3 exp(z)

< . . exXplT
donc a étudier lim 5 )
T—+00 €T

, limite dont on sait qu’elle existe et vaut +ooc.

En —oco . Au numérateur, le terme dominant devient z® puisqu’il tend vers —oo (si
xr — —00), alors que exp(x) tend vers 0. Le terme dominant pour le dénominateur est
encore z2. On trouve donc

exp(x exp(x

(-1 2By o),
J(w) = In |z| N |z ] 1
2 1 _1

Cela permet d’en déduire lim f(x) =400

T—r—00

En 0 . Si on veut étudier la limite en 0, a ce moment le numérateur tend vers une
quantité finie 1 — 0. Le dénominateur tend vers —oo. La limite existe donc et vaut 0.

2.2.3 Le théoreme des gendarmes

Théoréme 2.2.1. Soient f, g et h trois fonctions telles que pour tout x f(z) < g(z) <
h(zx). Silim,,, f(z) =1 = lim,_, h(x) alors lim,_,, g(x) = L.

Ce théoreme est souvent utile lorsqu’il y a des quantités dont on ne peut pas estimer
facilement les limites ou si on sait qu’il n’y a pas de limites.

1
Exemple. Donner, si elle existe la limite lim x sin —.
x—0 x
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1
Siz — 07, — tend vers +oo et on sait que sinus n’a pas de limite en +oco. On sait

aussi que l’'on a pour tout vy,
—1 <sin(y) < 1.

1 ,
Cela donne pour tout z # 0, —z < xsin — < x. Les termes extrémaux convergent vers 0,

T
le terme du milieu aussi, en vertu du théoreme 2.2.1.
2.3 Exercices

Exercice 9
Résoudre les équations suivantes :
1/ In(z 4+ 3) + In(z + 5) = In 15.
2/ In(z — 2) + In(z + 2) = In45.
3/ In(z — 3) + In(z + 1) = In(z? + 5).
4/ T +y =065
Inx 4+ Iny =1n1000 -
2 +y* =169
/ { Inz+Iny=In60 -

Exercice 10
Déterminer les limites en 0 des fonctions en x suivantes :
1/ Vx(lnx)3.
2/ J/z(Inx)s.

Exercice 11

2
Résoudre exp(4zx + 2) — xp(2) 7= exp(2) — 1.

exp(4x + 2

Exercice 12
Etudier les limites éventuelles des expressions suivantes :

1/ Vx4 3 quand z tend vers 1,

7
2/ 52; . quar;d x tend vers 1,
3/ i - N quand x tend vers 1,
4/ poie e quand x tend vers 1,
2% — 1
5/ quand x tend vers 1, +00 ou —o0,
x —

6/ z?sin 1 quand z tend vers 0,

sinx
7/ ,

1 1
8/ /14—~ \/iquandxtend vers 0,
T x
0/ 4o — 222 + o
312 + 2

quand z tend vers +o00 ou —oo,

quand zx tend vers 0 et 400,
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10/

11/

(a+ =)

€T
z—2

Vi-z

3
—a
quand z tend vers 0 et —oo,

quand x tend vers 2.

15



Chapitre 3

Fonctions d’une variable réelle.
Dérivation. Fonctions usuelles

3.1 Fonctions

3.1.1 Notion de fonction et vocabulaire afférent
Définition d’une fonction

Définition 3.1.1. Une fonction est un objet qui a tout point d’un ensemble de départ
associe une (et une seule) image
Siy = f(z), y est l'image de x par f et x est un antécédent de y.

Une fonction se caractérise par son graphe

Si une fonction est donnée par une expression de f(z),
par exemple f(x) = e* + Inz + 22, c’est aussi valable
pour f(y) =¢’+Iny+y? ou f(a) =e*+1Ina+a*...

On peut voir une fonction comme une sorte de “boite noire”. On lui entre une donnée
(le 1), elle rend une réponse ( le f(x)). Cette boite noire donne toujours la méme réponse
si on lui rentre la méme donnée.

Par exemple, 'opération :
1. “Pour un entier n on lui associe 1 s’il est pair, 0 s’il est impair” est une fonction.

2. “Pour un entier n, on lui associe 1 g’il est pair et 0 s’il est multiple de 3” n’est pas
une fonction car les multiples de 6 ont plusieurs réponses possibles !

3. “lancer un piece et regarder le résultat”, n’est pas une fonction, car on a plusieurs
résultats possibles.

Il faut donc voir une fonction comme étant une opération dynamique : a une entrée
correspond une sortie. L’entrée s’appelle la variable. C’est pour cela qu'une fonction se
note z — f(x), signifiant qu’a la variable z (la donnée d’entrée) on associe la valeur f(x)
(la sortie de la boite).

Remarque 1. Il est courant de commettre un abus de langage et de notation en parlant
de la fonction f(z). On parle ainsi de la fonction sinz, ou encore de ¢” ou aussi de z?.
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On devrait en fait dire 2 — sinz (ou 'appeler sinus),  — e” (ou exponentielle) ou enfin
x — x? (élévation au carré).

Dans un premier temps, nous conseillons vivement de s’interdire cet abus de langage
et de s’efforcer de toujours écrire et dire x — f(z). B

Nous nous intéresserons, dans un premiere temps aux fonctions d’une variable réelle,
puis, dans un autre chapitre aux fonctions de plusieurs variables réelles. En physique, la
plupart des fonctions dépendent de plusieurs variables.

P e . Mo
Exemple. La théorie de la relativité donne la masse d'une particule m := ﬁ’
2 —v
ou v est la vitesse de la particule. La masse m s’exprime comme une fonction de v. Elle
s’exprime aussi comme une fonction de la masse initiale mq ou encore comme une fonction

de la vitesse de la lumiere.

Ensemble de définition. Graphe

Lorsqu’on dispose d'une fonction sous la forme £ — f(&) il faut avant étudier son
ensemble de définition, c’est a dire décrire 'ensemble des £ pour lesquels f(&) peut étre
défini. )

Par exemple v/:z — /7 est définie sur R, et x — — est définie sur R*. Il faut noter
que R, est un intervalle alors que R* est une union dxe deux intervalle. La plupart du
temps, les fonctions que nous rencontrerons seront définies sur une union d’intervalle.

Définition 3.1.2. Considérons une fonction définie sur un intervalle I. Pour chaque
x € I on peut donc définir la valeur f(z). L’ensemble des points du plan de la forme
(x, f(x)) avec x € I s’appelle le graphe de f.
Sion ay= f(x), alors y est l'image de x par f et x est un antécédent de y par f.
L’ensemble des points y de la forme f(x) pour x quelconque dans I s’appelle l'image
de I par f. On le note f(I).

L’application f est dite injective si pour tout y dans f(I) il existe un unique x tel que
y = fla).

Une fonction définit donc un graphe, et réciproquement, un graphe définit une fonc-
tion. Une partie de 'analyse consiste a donner des résultats sur ’allure du graphe d’une
fonction : s’il est continu, régulier, convexe, etc.

Exemples
graphes de x — 2% ou x — /7.

La notation f(I) avec I intervalle est une notation. Il ne faut pas comprendre que
c’est 'image de I au sens ol on ne rentre pas un intervalle comme donnée a la fonction
f mais des réels. Il s’agit donc d’un ensemble qui s’écrit aussi

f)={yeR, 3z el, f(zr)=y}

Si f(x) est unique lorsque = est déterminé, il se peut que pour y € R il existe plusieurs x
différents tels que y = f(z). Cela explique/justifie la définition de I'injection qui caractérise
I"unicité.

Définition 3.1.3 (intuitive). Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit
qu’elle est continue si son graphe graph(f) est en un seul morceau.
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Cette définition de la continuité n’est pas rigoureuse mais elle évite trop de technique.
Pour la comprendre, il est préférable de voir des exemples de fonctions non continues :

Exemples
x +— [z] (partie entiére) ou tout autre truc bricolé.

Théoreme 3.1.4. Soit I un intervalle et f une fonction continue sur I. Alors l'image
f(I) est aussi un intervalle.

Ce théoreme s’appelle le théoreme des valeurs intermédiaires. Une version équivalente
est de dire qu’avec les mémes hypotheses, sl existe x et 2’ dans [ tels que f(z)f(z') <0
(les images sont de signe contraire), alors il existe z” entre x et 2’ tel que f(z") = 0.

Opérations sur les fonctions

Lorsqu’on dispose de deux fonctions f et g on peut définir la fonction f + g par
x — f(x) + g(z), plus généralement la fonction a.f + b.g par z +— a.f(z) + b.g(z). La

fonction f.g est définie par z — f(x).g(x). La fonction f par x — %, définie 1a ou ¢
g g\r
ne s’annule pas.
La fonction f o g par x — f(g(x)) définie la ou les images de g sont dans le domaine
de définition de f.

3.1.2 Variations et bijections
Sens de variation

Définition 3.1.5. Soit f une fonction définie sur un intervalle I. On dit qu’elle est
— croissante, si pour tout x et &’ dans I, v < 1’ = f(z) < f(2'),
— strictement croissante si pour tout x et &’ dans I, x < 2’ = f(z) < f(a'),
— décroissante, si pour tout x et 2’ dans I, v < 2’ = f(z) > f(a'),
— strictement décroissante, si pour tout x et 2’ dans I, v < 2’ = f(x) > f(a'),
Une fonction est (strictement) monotone si elle est (strictement) croissante ou décroissante

Exemples
x — x? est (strictement) croissante sur R, et (strictement) décroissante sur R_. x
[z] est croissante mais pas strictement croissante. Une fonction constante est a la fois

. . 1 . . .
croissante et décroissante. x +— — est (strictement) croissante sur R et sur R* mais elle
x

n’est pas globalement croissante sur son ensemble de définition.

Remarque 2. La contraire de la proposition “f est croissante” n’est pas “f est décroissante”.
Par exemple = — 2 n’est ni croissante ni décroissante sur R. W

Il serait tout aussi faux de penser qu'une fonction est nécessairement monotone sur
un intervalle. Par exemple la fonction définie par f : x — xsin x—lg siz#0et f(0) =0 est
continue et n’est monotone sur aucun voisinage de 0 (le tester avec les machines).
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Extrema

Les extrema, c’est a dire la ou la fonction atteint un maximum ou un minimum,
sont souvent importants a déterminer. Par exemple, en physique, ils correspondent a des
situation d’équilibre (possibles), stable s’il s’agit d’un minimum, instable §’il s’agit d’un
maximum.

On imagine le minimum comme “le creux de la vague” et le maximum comme le
“sommet de la montagne”. Toutefois, cette description imagée des extrema n’est pas
équivalente a “la ou la fonction est le plus bas” ou “la ou la fonction est le plus haut”.

Dans un premier temps, nous n’étudierons pas cet aspect, et nous y reviendrons plus
tard.

bijection et bijection réciproque

Théoréme 3.1.6 (et définition). Soit f une application continue et strictement monotone
définie sur un intervalle I. Alors f est injective. On peut définir la bijection réciproque,
notée =1 qui associe a y € J := f(I) l'unique x tel que

y = f().

De plus =1 a la méme stricte monotonie que f et son graphe est obtenu en faisant la
symétrie par rapport a la premiere bissectrice (la droite d’équation y = x) du graphe de

f.

1
Remarque 3. Il ne faut pas confondre la notation f~! avec la fonction —. La notation

est parfois ambigué, il faut avoir quelques notions d’algebre pour la comprendre. La bi-
jection réciproque f~! est l'inverse de f pour la loi de composition o, I'inverse pour la
multiplication étant 1/f. W

En théorie, une bijection est une application qui est a la fois injective et surjective.
Nous avons défini la notion d’injection pas celle de surjection. Il est implicitement caché
dans le théoreme que f: [ +— J := f(I) est surjective. Nous n’insisterons cependant pas
sur cette notion.

Exemples
L’application x — 2% est strictement croissante sur I'intervalle R, = [0, +o00[ et continue.
Sa bijection réciproque est une fonction définie sur R, a valeurs dans R, . c’est en fait

De méme x — 22 est continue et strictement croissante sur R. La bijection réciproque
est x — V.

Plus généralement, o est la bijection réciproque de x — x? définie sur R, si ¢ est pair
et R si g est impair.

Il faut donc retenir les égalités
Vyeld, fof N y)=yetVaecl, flof(r)=ua (3.1)

On peut retenir la définition sous forme de phrase : “si f est injective de I dans f(I) = J,
pour y € J, f~(y) est le z de I tel que y = f(x)”.
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3.2 Dérivation

3.2.1 Définition et regles de calcul

Définition 3.2.1. Une fonction f est dite dérivable en a si

L flath) - f(a)

h—0 h

existe. On appelle alors ce nombre nombre dérivé de f en a. Il se note f'(a).

Si f I — R est dérivable sur tout l'intervalle I, on définit alors une nouvelle fonction
f'de I dans R par f': x> f'(x). Cette nouvelle fonction s’appelle fonction dérivée de f
sur 1.

On admettra que si f est dérivable en a alors elle est continue en a. Si f est dérivable
sur un intervalle, elle est donc continue sur ce-méme intervalle.

Exemple. A 'aide de la formule de Newton, développer (x4 h)"™ et en déduire la dérivée
de x — z".

e la dérivée est linéaire : |(Af + png) = Nf' + ng'|.

e La dérivée d'un produit n’est pas le produit des dérivées mais ‘ (fg) =fg+4d.f ‘

e Dérivation d’un produit de composition : | (fog) = f 0 g.¢'|.

e Si f et g sont deux fonctions dérivables, avec g qui ne s’annule pas,

<f) _ by —_1 ,.f:fg—ng.
g 9 9 g

Tableau récapitulatif pour les fonctions usuelles :

Fonction z — f(x) Dérivée f'(z)
sin(u(z)) u'(x) cos(u(x))
cos(u(x)) —u'(z )sm( x))

u"(x),n > 1 ' (z)u” 1(55)
() n>1 —1nu (x)u’”r—(a:)
un (z) Eu'(x)u%_l(x)

()

u(z)
exp(u(x)) u'(2)e"™
tan(u(x)) o (2)(1 + tan®(u(x)))
Remarque 4. On a souvent tendance a écrire (z)’ = 1 ou encore (z2) = 2z. Il s’agit

d’une erreur due & ’abus de notation = pour = + x ou 2% pour z + 2. Cet abus est
source d’erreurs. W
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3.2.2 Lien dérivation et graphe
Sens de variation

Théoréme 3.2.2. Soit f une fonction dérivable sur un intervalle I. Si f' est (strictement)
positive sur cet intervalle (c’est a dire pour tout x € I, f'(x) > 0) alors la fonction f est
(strictement) croissante sur 'intervalle 1.

Si la dérivée est (strictement) négative sur lintervalle, la fonction f est (strictement)
décroissante.

On obtient ainsi un joli corollaire des deux théoremes 3.1.6 et 3.2.2 :

Corollaire 3.2.3. Soit f une fonction dérivable sur I. Si f' est strictement positive sur
I alors f est une bijection de I sur lintervalle image J := f(I).

Exemple. On redémontre ainsi que z + 2P est une bijection de R — R si p est impair
oude R, — R, si p est pair.
Tangente

Si f est dérivable en un point a de I alors le graphe de f admet en (a, f(a)) une
tangente. Elle a pour équation

y— fla) = f(a)(z — a).

Il y a plusieurs fagons de voir la tangente en un point. L'une d’elle consiste a dire que la
tangente est la meilleur approximation affine de f au voisinage du point a, c’est a dire
que pour z proche de a,

f(@) ~ fa) + f'(a)(z — a).

Cette derniere expression est affine en x.

Extrema

Définition 3.2.4. Soit f une fonction définie sur un intervalle I de R. Soit x un point
de I tel qu’il existe un voisinage |x — e, x + €[ contenu dans I. On dit que

[ admet un minimum local en x s’il existe un voisinage J =]z — &', x + €'[ contenu dans
I tel que pour tout point y de J on ait f(y) > f(x).

[ admet un mazimum local en x s’il existe un voisinage J =|x — €', x + €'[ contenu dans
I tel que pour tout point y de J on ait f(y) < f(z).

Exemple. Montrer que x — 22 admet un minimum en 0.

Théoreme 3.2.5. Soit f une fonction définie et dérivable sur un intervalle I de R. Si la
dérivée f' s’annule et change de signe en x alors f admet un extremum en x.
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Convexité

Définition 3.2.6. Soit I un intervalle. Une fonction f: 1 — R est dite conveze si pour
tout a et b dans I et pour tout « € [0, 1],

flaa+ (1 —a)b) < af(a)+ (1 —a)f(b).

En d’autre termes, I'image d’un barycentre (positif) est plus basse que le barycentre
des images.

Exemple. = — 22 est convexe.

Proposition 3.2.7. Une application convexe sur un intervalle ouvert est continue sur cet
intervalle.

On admettra des caractérisation plus pratique de la convexité :

Théoreme 3.2.8. Soit f une application définie sur lintervalle 1.
1. Si f est dérivable sur I, alors f est convexe si et seulement si [’ est croissante.

2. Si f est deux fois dérivable®, alors f est convexe si et seulement si f" est positive.

Exemple. z — 2% avec ces criteres!

3.2.3 Dérivation de la bijection réciproque

Considérons f de I dans R. On suppose que c’est une bijection de I sur l'intervalle
image J = f(I). On rappelle que f est donc strictement monotone sur cet intervalle. La
bijection réciproque vérifie I’équation

fof (x) =z

Supposons maintenant que f est dérivable et essayons de calculer ce que pourrait étre la
dérivée de f~!. La formule de dérivation du produit de composition donne

FU ) (Y (@) =1,

soit (f_l)/(x) =

Ceci se traduit par :

si cela a un sens, c’est a dire si f/(f~!(z)) n’est pas nul.

Théoréme 3.2.9. Si f est une bijection de I dans J = f(I) dérivable, alors f~' est
dérivable en tout point y = f(z) ot f'(z) # 0 et on a

1. ceci signifie que f’ est elle-méme dérivable, la dérivée se notant f”.



3.3. Fonctions inverses classiques 23

Applications. 2z +— 2% a pour dérivée x — 2x, qui ne s’annule qu’en zéro. Ainsi la
bijection réciproque y — /y est dérivable pour tout y #= 0 et

11
VYT Ty

car on a y = x? ou encore T = VY-
Plus généralement, la dérivée de o est donnée par

1 1x 1 9y 15 11
() )= — =Lz 1o _lyr 1o

gl qat gy qy g

3.3 Fonctions inverses classiques

3.3.1 Fonctions hyperboliques

Exponentielle et logarithme

exp(z) —1

Nous rappelons la limite admise :lim = 1. Cette limite peut aussi s’écrire

x—0 x
sous la forme

- exp(e) — exp(0)
x—0 xr — 0

=1.

L’équation fonctionnelle montre alors que exp est dérivable puis que pour tout z, exp’ =
exp. En d’autres termes, exp est désolation de 1’équation différentielle

/

Yy =9

On voit alors que exp est strictement croissante puisque sa dérivée est strictement positive.
c’est donc une bijection de R sur exp(R). I'image de cet intervalle est 'intervalle R .
Comme exp vérifie exp(a + b) = exp(a) exp(b), la bijection réciproque vérifie ?

fled) = f(e) + f(d).
On reconnait I’équation fonctionnelle caractéristique des logarithmes. On admettra :

Théoreme 3.3.1. Les deux fonctions exp et In sont des bijections réciproques.

Le théoréme 3.2.9 permet de vérifier que In est dérivable sur R? de dérivée

I (z) = -

- .

In(x
En particulier la limite admise lim (z)
=1 —

= 1 s’écrit juste

In(z) —In(1) 1
fiy @) ZIn() L
z—1 xr—1 1

2. en posant ¢ = exp(a) et d = exp(b).
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Trigonométrie hyperbolique
Soient cosh et sinh définies par

exp(z) + exp(—x)
2

exp(r) — exp(—2)

h(z) —
cosh(x) 5

sinh(z) =

Il est immédiat que cosh est strictement positive, ainsi que sinh est positive sur R, et
négative sur R_. De plus cosh et sinh sont dérivables comme combinaisons de fonctions
dérivables. Le calcul montre que cosh’ = sinh et sinh’ = cosh. On en déduit que sinh est
strictement croissante. On montre que c¢’est une bijection de R sur R.

La fonction cosh est strictement croissante sur R, et c’est une bijection de R, sur
11, +o0].

Les bijection réciproques se notent respectivement argsinh et argcosh .

En posant X = exp(x) puis en résolvant les équations

y = cosh(z) ou y = sinh(z),
on trouve une expression explicite

argcosh (y) = In(y + /y? — 1) et argsinh (y) = In(y + Vy> + 1).

Les dérivation en utilisant les formules de fonctions composées ou le théoreme 3.2.9
donnent

1 1
Vo > 1, argcosh’(z) = ——— et V2 € R, argsinh’(z) = ——.
geosh () = = gsinh () = ———

Application : longueur d’une parabole.

Fonctions puissances

Si x est un réel strictement positif et ¢ un entier naturel non nul, on a vu la notation
1
¢/x = xa. Nous allons maintenant justifier cette notation.
Par définition de la bijection réciproque, on a (/)¢ = x. D’ou

In(z) = In((¥/7)%) = qIn(/).

1
Cela donne In(y/z) = - In(x) et cela justifie donc ¢z = 2.
q

Si maintenant p est un entier relatif (non nul), on a
b 3 b
exp(=In(z)) = exp(In(ze)) = xa.

q

Comme Q est dense dans R, cela justifie la définition :
Pour tout a > 0 et pour tout a € R on pose

a® =exp(alna)|

Posons e = exp(1), c’est a dire In(e) = 1. On a donc

e” = exp(x) |




3.3. Fonctions inverses classiques 25

3.3.2 Fonctions trigonométriques

On rappelle que sin et cos sont 2 fonctions définies sur R. Elle sont 27-périodiques,
c’est a dire que pour tout x,

cos(x + 2m) = cos(z) et sin(x + 27) = sin(zx).

Elles sont toutes les 2 dérivables et cos’ = — sin et sin’ = cos.
De plus cos est paire, c’est a dire que pour tout z,

cos(—x) = cos(x).

La fonction sin est elle impaire (sin(—z) = —sin(x)).
Il y aussi une propriété de ces fonctions :

cos?(x) + sin?(z) = 1.

Ceci se traduit géométriquement sur le cercle unité.
Cela permet de déduire des symétries des valeurs du type sin(m — x) ou cos(z + %)
a partir de sin x et cos . On rappelle dans le tableau suivant quelques valeurs essentielles :

0 T T Y
6 4 3 2
V31 Vv2 | 1
cosr | 1| — | — — 0
2 2 2
, 1 | V2] V3
sinz | 0| = — | — |1
2 2 2

On rappelle aussi que la fonction tan est définie sur R\ {§ + k7, k € Z} par

sinx

tan(x) = g

Elle est impaire et m-périodique.

3.3.3 Fonctions trigonométriques réciproques.

La fonction tan définie par tan(z) = %Ei)) vérifie que sa limite est —oo en —F et +00

en +7. Elle est dérivable comme rapport de fonctions dérivables et,

cos?(z) +sin*(z) 1

cos?(x) ~ cos?(x) = 1+ tan*(z).

tan’(x) =

La dérivée est donc strictement positive, ce qui montre que tan est une bijection de | —7, 7|
sur R Sa bijection réciproque se note arctan.

Pour = dans R, arctan(z) est le réel y dans ]_77, g[ tel que tan(y) = z.

On a donc immédiatement la relation

tan o arctan(x) = x.
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- T

Par contre la relation arctanotan(xz) = x n’est valable que pour z dans | 55 [. La
fonction arctan est tres importante pour calculer les intégrales. On se souviendra que
arctan’(z) = L
1+ 22

La bijection réciproque est aussi importante pour les passage de coordonnées cartésiennes
aux coordonnées polaires : si M a pour coordonnées cartésiennes (z,y), ses coordonnées
polaires (p, 0) sont données par

x = pcosf et y=psinf.

x x
Cela permet d’obtenir v_ tan(6) et donc 6 = arctan — ou 7 + arctan —.
z Y Y

Dans la méme famille, on trouve les bijections réciproques de sin et cos. Elles sont un peu
moins utiles.

—T
La fonction sin est une bijection de [T’ 5] sur [—1,1]. La bijection réciproque se note

resin. Elle va donc de |—1, 1] sur _—W,Z. insi pour = dans |—1, 1|, arcsin(x) est le rée
arcsin. Ell donc de [—1,1 22A" d 1,1 i le réel

—T T
y de [7, 5] tel que sin(y) = z. On a donc la relation

sin o arcsin(z) = x.
Attention, la formule arcsin osin(z) = z n’est pas toujours vraie. Elle n’est valable que

pour z dans l'intervalle [_TW, g} On a aussi

1
V1—a22

De fagon similaire, cos est une bijection de [0, 7] dans [—1, 1]. La bijection réciproque
se note arccos. On a aussi

arcsin’(z) =

Vz € [—1,1] cosoarccos(x) = x et Vo € [—m, 7|, arccos o cos(x) = x.
—1

V1—22

Le calcul de la dérivée donne arccos’ x =

3.4 Exercices

Exercice 13
Donner les ensembles de définitions des fonctions suivantes :
1/t t2+t+ 3.

2/ x> /(x—1)(z —2).
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Exercice 14
Former les fonctions fog al’aide des 3 premieres fonctions de 'exercice précédent. Donner
les ensembles de définition.

Exercice 15
Résoudre les équations suivantes :

1/ €4x+2—e—:€2—1.
2/ 231‘+1 — 85I73

3/ M=) = _9p 4 1,
4/ (1'2 . 1)eln(:)372) —In eerl.

Exercice 16
La fonction y — /y est-elle dérivable ?

Exercice 17
Calculer les dérivées de
1/ f(z) =sin((z + 1)*(z + 2)),
2/ In(Inz),
g/ L
1+tanx’
Exercice 18
Calculer la dérivée f’ en fonction de ¢’ lorsque
1/ f(z) = g(x) + g(a),
2/ f(z) = (z —a)g(z),

Exercice 19

Soit f une fonction définie et dérivable sur R. Soit P le polynome P(X) = X2+ 3X + 4.
1/ Que vaut Po f(z)?

2/ Calculer la dérivée de P o f de deux manieres différentes : a I'aide des formules de
produits de composition et a I'aide de la question précédente.

Exercice 20
Montrer que x — 2% admet un minimum en 0.

Exercice 21
1/ Trouver le rectangle de périmetre fixé P qui a la plus grande surface possible.

Exercice 22

Soit p un entier positif.

1 P
1/ Montrer que la fonction f : [0, +o00[— R définie par f(z) = (11—2 a pour maximum
x
2r—1

2/ Montrer que pour tout a et b réels positifs on a

(a+b)P < 2071 (aP 4 bP).
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Exercice 23
Soit f la fonction définie par f(z) =

ZES

r—1)%
1/ Donner son ensemble de déﬁnitionF Justi)ﬁer qu’elle y est dérivable.
2/ Etudier les variations de f.
3/ * Donner les limites de f(z) aux bornes de son ensemble de définition.
4/ Donner les extrema de f. Résumer le tout dans un tableau.
5/ Donner, en fonction de la valeur du parametre m, le nombre de solutions (on ne
demande pas LES solutions) de f(z) = m.



Chapitre 4

Intégrales

4.1 Définition et premieres propriétés

4.1.1 graphe et surface

On consideére un intervalle I = [a,b] (avec a < b) de R et une fonction f de I dans R.
On rappelle que le graphe de f est ensemble des points (x,y) de R? qui vérifient = € [a, 0]

et y = f(x).

Définition 4.1.1. On appelle intégrale de f sur l'intervalle [a,b] la surface comprise entre

le graphe de f et l'aze des absisses, cette surface étant comptée positivement si le graphe
b

est au-dessus de l'aze et négativement sinon. On la notera / f(t)dt.
a

a , b
On pose aussi / f(t)dt Y _ / f(t)dt
b a
On comprend, avec cette définition qu’on ne peut pas calculer I'intégrale de n’importe

quelle fonction, et qu’il faut que son graphe soit suffisament “joli”. En particulier on
b

admettra qu’on peut calculer f(t)dt pour n’importe quelle fonction continue f.

On déduit de cette définition une propriété important de 'intégrale :

b
Proposition 4.1.2. Si f est positive sur |a,b] alors / f(t)dt > 0.

Démonstration. Si f est positive, son graphe est toujours au-dessus de I'axe des abscisses
et donc la surface est positive. O

De cette proposition découle deux corolaires utiles :

b
Corollaire 4.1.3. Si f > g (i.e. si pour tout t de [a,b], f(t) > g(t)) alors / f&)dt >

/a " oyt

Il suffit d’utiliser la proposition avec f — g.

Corollaire 4.1.4. , ,
/ F(0)d| < / @)t

11 suffit d’utiliser le premier corollaire en remarquant que —|f| < f < |f|.
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4.1.2 Primitives et intégrales.

Commencons par donner quelques propriétés de l'intégrale :

Proposition 4.1.5. Soient f et g deux fonction (continues) définies sur [a,b]. Alors :
b b b
/ (f +g)(t)dt :/ f(t)dt +/ g(t)dt.

b b
Pour tout X dans R, / Af(t)dt = )\/ f(t)dt.

a

Pour tout ¢ dans [a,b] (et méme ailleur si f est définie en dehors de [a,b]) on a la

relation de Chasles
b . b
/ f(t)dt:/ f(t)dt+/ f(t)dt.

Définition 4.1.6. On dit que la fonction F : [a,b] — R est une primitive de f sur [a,b]
si et seulement si F' est dérivable de dérivée f.

Le théoreme fondamentale en calcul différentiel est le lien entre primitive et intégrale :

Théoréme 4.1.7. Si f est continue alors la fonction définie sur [a,b] par F(z) =

/ f(t)dt est une primitive de f.

Si F' et G sont deux primitives de f sur [a,b] alors F' — G est dérivable de dérivée
nulle. C’est donc une fonction constante. Ainsi, deux primitives d’'une méme fonction sur

un intervalle different seulement d’une constante. On peut donc dire que x — F(x) «
[ f(t)dt est la primitive de f sur [a,b] qui s’annule en a. Ceci permet aussi de calculer
une intégrale a ’aide d’une primitive quelconque :

Proposition 4.1.8. Si G est une primitive quelconque de f sur [a,b], alors

/ F(t)dt = Gb) — Gla).



4.2. Méthodes de calculs.

4.1.3 Primitives usuelles et exemple.

Q) Fit) | ft) F(t)
t n+1 t
n#-1, (t+a)" ( _72—?1 o pour av > 0, # 1 11(11_04
1 1 9
S In |t + af —— =1+ tan“t tant
t+a cos?t
! tant
it cotan
cos(at) - sin(at) Snlt
. 1 1
sin(at) - cos(at) P arctan ¢
h(at) L ginh(at) = int
cosh(a — sinh(a arcsin
Q V1 — 2
wh(ar) | —cosh(ar) !
sinh(a — cosh(a
o T argcosh ¢
eat éeat ‘ 1
argsinh ¢
t2+1
>t
Exemple. On souhaite calculer I = / mdt. On remarque que [ s’écrit
0
1 [? 2.3t
I=— dt.
3 /0 1+ 3¢2
2 u’(t)
si nous posons u(z) = 1 + 322, alors I = 6/ 0 dt, ce qui signifie que
0 U

I= 2 [ fu(t)l-

D~

On trouve au final [ = ln(13)'

4.2 Meéthodes de calculs.

4.2.1 Intégration par partie

Si f et g sont dérivables sur [a, b], on rappelle la formule

(f9)=flg+ fqg"

Ceci permet d’écrire la formule dintégration par partie :

b b
/f’(t)g(t)dtz[f(t)g(t)}’;—/ g'(t)f(t)dt
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Cette formule est tres utile pour calculer des intégrales compliquées. Plutot que de faire
une longue théorie voici quelques exemples.

Exemples
3
Calcul de I} = / t?Intdt. On manipule mieux la dérivée de In que la fonction In. On va
1

donc faire une IPP pour se “débarrasser” du In.
1

Posons v/(t) = 12, on a v(t) = 5t*. Posons u(t) = Int, on a u/(f) = 7. On trouve donc

I — / o (yu(t)dt = [p(t)u(t)]} — / ot (B)dt,

27 I 26
ce qui donne [; = §1n3 — —/ t2dt. On trouve donc I; =9In3 — R

3.1

Calcul de I, = fol arctantdt. On pose v'(t) = 1, et u(t) = arctant. On trouve v(t) =t

et u'(t) = ﬁ Ceci donne
1 bt
I, = [tarctant|; — —dt
s = [tarctant], /01+t2 ,
™ 1
t d Iy =———-In2.
et done [ = - — S ln
| _ _ 1
Calcul de J, = [ Ty dt. On pose encore V'(t) =1 et u(t) = aror On a donc
—2nt

v(t) =tet u/(t) = Aoy et donc

1 L ont?
J = — ———dt
" z”/o (L+ ™

1

ce qui donne aussi

1
On a donc pour tout n, 2nJ, 1 = o +(2n—1)J,. Comme on connait J;, on peut calculer

J, pour tout n.

4.2.2 Changement de variables

La formule du changement de variable a déja été vue sans étre évoquée explicitement.
considéronsune bijection dérivable u de [a, b] sur I'intervalle [c, d] (u est donc strictement
monotone), et une primitive £’ de f (définie sur [c,d]). On aura

Fou(b) — Fou(a) = F(u(b)) — F(u(a)). (4.1)

b
Le terme de gauche de (4.1) s’écrit aussi / u'(t) f ou(t)dt puisque la dérivée de F ou est

u'.f ouw.
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u(b)
Le terme de droite de (4.1) s’écrit aussi f(t)dt. Ainsi (4.1) s’écrit aussi
u(a)

b u(b)
[wseuta= [ s

u(a)

Cette formule s’appelle la formule du changement de variable.

b
Effectuer un changement de variable dans l'intégrale / f(t)dt c’est :

* Soit écrire t = u(x) ou u est une application strictement monotone et dérivable de |c, d]
sur [a, b],

* Soit poser x = u(t) ou u est une application strictement monotone et dérivable de [a, b]
sur [c, d].

Exemples
Aire d’une ellipse : L’équation d’une ellipse est

2 2
T )

On souhaite connaitre son aire. On remarque que la symétrie permet de ne calculer que

la surface comprise dans le quart-de-plan supérieur, c’est a dire la ou x et y sont positifs.

L’équation devient alors

2

ce qui signifie que la surface de Dellipse est S = 4b / \/1— —de
a

On pose alors » = asint, pour ¢ entre 0 et & (on remarquera que sin est bien bijective et
dérivable sur cet mtervalle) ce qui donne dx = acos(t)dt.On a donc

S = 4b/%\/ 1 — sin® ta cos(t)dt = 4ab/cos2 tdt,
0 0

(puisqu’entre O et § cost est positif). cette derniere intégrale se calcule en utilisant la
1 + cos(2t)

5 . On trouve au final S = wab.

formule cos®t =

1
1
Calcul de I = / —————dx. On écrit ?+r+1=(z+3)?+1-— 1, soit
0 TE+a+1

! 1
I= | —— _dz.
| e

on pose alors t = z + 3 (ce qui définit bien une bijection dérivable entre [0,1] et [3, 3]) et
on a donc dt = dx, ce qui donne

3 3
] 4 2 1
R RS S R
L 1243 31 (F)?+1
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On effectue le changement de variable u = \2/—% (ce qui donne du = ~2-dt) pour obtenir

V3

2 1

]:—/ 5 1du.
ﬁ%u—l-

B

2
On trouve donec I = —7T.

6v'3
Pour calculer une primitive on se ramene donc a calculer une
intégrale et on utilise les outils présentés (changement de variable
et ou intégration par partie). Si on veut calculer un primitive par-
ticuliere, valant b en a on calculera donc

F(x):b—l—/zf(t)dt

et on prend bien soin de ne pas mettre la méme variable dans
I'intégrale qu’a lextérieur : x pour F(x), t (par exemple) pour
I'intégrale.

Si on veut calculer les primitives, on se contentera de calculer
X

f(t)dt sur un intervalle ou f est définie et on ajoutera une

constante quelconque.

4.3 Primitives des fractions rationnelles

4.3.1 Décomposition en éléments simples

Polynoémes

Définition 4.3.1. On appelle polynome a coefficients dans R toute application du type
P:xw—ay+ax+...+a,z",

Si P n’est pas Uapplication nulle on appelle degré de P le plus grand k tel que ay soit non
nul. Il se note deg(P).

Par convention, et pour ne pas confondre 'application x — x™ et sa valeur en z, 2",
le polynome P : x +— ag + ayx + ...+ a,z" se notera aussi

P=PX)=a+ a1 X+ ... +a, X"

Exemple. Le polynome P(X) = X° + X* + X + 2 est de degré 5.
Le polynéme P(X) = 3 est de degré 0. C’est la fonction constante égale a 3. Le polynome
nul (c’est a dire la fonction constante nulle) sera dit de degré —oo.

Définition 4.3.2. Un polynome P € R[X]| de degré > lest dit irréductible s’il est de la
forme
X —a avec a € R,

P(X) =< ou
X2 4 pX + q avec p* — 4q < 0.
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Exemples
X —1, X241 ou X2+ X + 1 sont irréductibles. X2 —2X 4+ 1 et X3 + X ne le sont pas.

Théoreme 4.3.3. Tout polynome non nul se décompose de fagon unique comme un pro-
duit de polynomes irréductibles et d’un réel.

Exemple. Décomposition en facteurs irréductibles de X* 4+ 1. c’est un polynome de
degré 4 sans racines dans R, qui s’écrira donc comme produit de 2 polynomes de degré 2
irréductibles. On a donc

X441 = (X241)2-2X2% = (X241-V2X) (X2 +14+V2X) = (X2—V2X +1)(X2+V2X +1)

Les deux polynomes obtenus sont bien irréductibles.
Le polynome P(X) = X2 42X + 1 s’écrit aussi P(X) = (X + 1)2.

Proposition 4.3.4. Soient P et @ dans R[X], avec Q # 0. Il existe deuzx polyndmes
uniques R et T, avec deg(R) < deg(Q) tels que

P=QT +R.

Cette opération s’appelle la division euclidienne de P par ) ; R s’appelle le reste de la
division et T' le quotient.

Exemple. On aura X°+ X2+1= (X?+ X +1)(X® - X?+2) — (2X + 1) ; Le quotient
de X%+ X? +1 par X2+ X + 1 est donc X3 — X2 + 2 et le reste est —(2X + 1).
Si on effectue la division euclidienne de X2 + X + 1 par X° + X2 + 1, on peut écrire

X2 X +1=(X"+ X+ 1) x 0+ (X2 +X +1),
et 2 < 5, ce qui signife que le quotient est 0 et le reste X2 + X + 1.

Proposition 4.3.5. P est un multiple de () si et seulement si le reste de la division
euclidienne de P par @) est nul.

Exemple. Effectuons la division euclidienne de X% + X + 1 par X? + X + 1 :

X° +X 41| X?’+X+1
—X5 —X* —-X3
—-X* —-Xx3 +X 41| X*—X%2+1
X4 +X3 X2
X2 4+X +1
-X?2 —-X -1
0

Donc X° + X + 1 est un multiple de X2 + X + 1.
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Fractions rationnelles

Définition 4.3.6. On appelle fraction rationnelle toute application du type T : x > )
x

ou P et () sont deux polynomes, () étant non nul. P s’appelle le numérateur et Q) le
dénominateur. On appelle degré de la fraction le terme deg(P) —deg(Q). On notera R(X)
I’ensemble des fractions rationnelles réelles.

Tout comme pour les polyndémes on notera (souvent) T = T(X) = % la frac-
tion pour ne pas la confondre avec sa valeur en x. Une fraction rationnelle n’est pas
nécessairement définie sur R a cause du dénominateur. On appelle pole de la fraction tout
point ou le dénominateur s’annule. On fera toutefois attention de ne pas ajouter de faux

poles :

Exemple. la fraction

X3—1
. X +1 . . . .y .
aussi —————— qui n’a aucun poles. Il faut donc retirer tous les facteurs irréductibles
X2+ X+1

communs au dénominateur et au numérateur.

présente un pole en 1 sous cette forme mais elle vaut

P
Si — est une fraction rationnelle, on peut toujours effectuer le division euclidienne de
P par @ pour obtenir P = QT + R avec deg(R) < deg(Q). On aura donc

P R
o-T*g

P
On considerera que toute fraction rationnelle est de degré < 0 et s’écrit @ avec

P et () sans terme irréductibles commun dans leur décomposition respective.

Définition 4.3.7. On appelle élément simple de R(X) une fraction rationnelle ayant

l'une des formes suivantes :
a

(X =b)
aX +b
(X2 +pX +q)"
que p? — 4q soit < 0 et n est un entier > 1.

ou a est dans R*, b est dans R et n est un entier > 1.

ot a et b sont deux réels non tous les deux nuls et p et q deux réels tels

Le principale résultat sur les fraction rationnelles est le suivant; ilest utile pour
'intégration et/ou la recherche de primitives.

Théoréme 4.3.8. Toute fraction (de degré < 0) se décompose de fagon unique comme
une somme d’éléments simples de R(X).

On peut aussi préciser sous quelle forme il faut recherche les éléments simples, mais
la formulation est assez lourde :
Prenons £ une fraction rationnelle avec P et () premiers entre eux. Les facteurs premiers
de () sont notés T4, ...,T; et Si,...,5; sans faire intervenir la multiplicité, ou T; est du
type T; = X — a; et S; est du type S; = X%+ p; X + Q; (avec p? —4q; < 0). Cela signifie
que () s’écrit
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ot les m,, sont les multiplicités des facteurs irréductibles. Alors les facteurs premiers dans

P
la décomposition de — sont de deux types :

aZ n .
des termes en (Ty)" pour 1 <i:1<ketl<n<m,,
ﬁj,nX + Vin

(S;)m

des termes en pour 1 <j<letl<n<m,.

Exemples
X

T = . Le numérateur et le dénominateurs sont sans terme irréductible
(X -1)(X -2

commun. Le degré est 1 —2 = —1 < 0. Les facteurs irréductibles du dénominateurs sont
X — 1 de multiplicité 1 et X — 2 de multiplicité 1. La forme sera donc

T _% b (a+b)X —(b+2a)
CX-1 X-2 (X-1D(X-2
Par identification on trouve a +b =1 et b+ 2a = 0, soit a = —1 et b = 2. Donc

2 1
X-2 X-1
Une autre méthode est possible : On multiplie par X — 1 et on fait X = 1. Cela donne a.

On fait pareil avec X — 2. On trouve a = 145 = —l et b= 2 = 2.

T =

X2+ X+1
T = tA T . Le numérateur et le dénominateurs sont bien premiers entre eux.
(X2+1)2(X —1)2
Le degré est 2 — 6 = —4 < 0. Les facteurs irréductilbes du dénominateurs sont X2 + 1 de
multiplicité 2 et X — 1 de multiplicité également 2. La forme sera donc
b X +d X
T cX + eX+f

X1 (X—12 X4l (XF1E

Il faut maintenant trouver les valeurs des constantes.

Si on multiplie par (X —1)? en faisant X = 1 on trouve la valeur de b, soit b = %111;3% =3
De plus X2+ X +1—23(X?+1)? vaut X —1— 3(X?—1)(3X?+5), ce qui permet d’obtenir
a en multipliant par X — 1 et en faisant X = 1 : on trouve a = —%. Si on multiplie par
X et on fait tendre X wvers linfini, on trouve 0 = a + ¢, donc ¢ = %. Si on fait X =0
on trouve d + f +b—a =1, ce qui donne d + f = —1. Si on multiplie par (X2 +1)? en
faisant X? = —1 on trouve

X
ce qui donne eX + f = —%. Une telle équation n’est possible que si e = 0 car aucun réel
ne donne 22 = —1. Donc e = 0 et f = —%. Ainsi d = 0; On a donc
X2+X+1 -3 1 L3t 3 X 1 1
(X2 H1)2(X —1)2 4 'X—-1 4(X—-12 4'X2+1 2(X2+1)%

On vérifie que la formule est juste.

4.3.2 Calculs des primitives des fractions rationnelles.

Nous avons vu que les fractions rationnelles se décomposent en éléments simples. Cela
permet en particulier de les intégrer facilement :
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Eléments simples du premier degré.

Tout élément simple du type ﬁ admet comme primitive (la ou il est défini)
x +c)”
-1 b
w10 j—/c)"l si n est différent de 1 et § In |bx + [ sin = 1.
Exemples
Calcul de 1 /2 ! dz. La fraction R(x) ! "écrit '
alcul de I = x. La fraction R(z) = s’écrit aussi
o (+1)(z+2) (x+1)(z+2)
1 1
R(z) = -—
(z) r+1 42
2 2
et donc 1 :/ dx —/ dzx.
o T+1 0 TH+2
Calcul de 1 /4 = dx. La fraction R(x) ! "écrit
alcul de I = x. La fraction R(x) = s’écri
3 (z—1)%(z—2) (z —1)*(z = 2)
-1 1 1
R(x) = - +

(z—-12 z-1 z-2

S| | P
ce qui donne [ = /3 mdaz —/3 7= 1)dx +/3 mdm, et donc au final

I=In-—-.
3 6

Eléments simples du second degré.

Un élément simple du second degré est de la forme

aX +b
(X2 +pX + )"

. r at +b
On souhaite donc calculer / _—
(12 + pt + )"

pt+qg=(t+5)+q— %2 et on commence par faire le changement de variable u =t + £.

On se ramene a calculer ,
o du
(u? + o)

au . s \
avec ¢ > 0. Le terme m se calcule sans probleme (il s’integre “a vue”). Reste le
u?+c
/

terme en m On met ¢ en facteur dans le dénominateur et on effectue le nouveau
w2 +c
changement de variable v := \/% On est ramené a une intégrale du type

dt. Comme cela a déja été vu on écrit 2 +

z+% 1
N
b’ ———dv.
/ @+ 1)

Ce type d’intégrale a été vu en exemple, on sait donc comment les calculer.
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4.4 Exercices

Exercice 24

1/ Trouver la primitive de f : 2 + 23 + 2z — 1 définie sur R et qui s’annule en -1.

2/ Trouver les primitives de f : 2 — 2%+ 52% — 2 + 1+ - définie sur R* et qui s’annulent
en 2.

3/ Trouver les primitives des fonctions définies par f(x) =

3+ 1 x? 1

, , V2r+ 1+ .
(2t +4x+1)*" B+ 23 Ve +5

(z +1)*(z = 3),

Exercice 25 .
A l'aide d’une IPP calculer / ze®dx.
0

Exercice 26

. P 2 2 2
1/ A l’aide d’une IPP calculer / x sin xdz, / x cos zdx, / 22 sin zdx, / z? cos zdz.
0 0 0

[MET

2/ Plus généralement, trouver une formule de récurrence entre I, = / " sinxdx et
0

Jus

2
J, = / " cos zdx
0

Exercice 27
Calculer les intégrales suivantes en effectuant les changements de variable donnés (on
pensera a les justifier) :

1
1// V1 — 22dz, et x = sint.
0
1
2// V14 22dz, et x = sht.
0

dr,ett=+1+ .

2
1

3 [ e

1 vV1l+x
1
1

4// dx, et t = e”.

o coshz

5/ /2 log(/x — 1)dz, et t = Y.

Exercice 28 B}
Calculer I'intégrale f(f cos® z dx en effectuant un bon changement de variable.

Exercice 29
Trouver des primitives de la fonction f définie par

Y 10 = s
2/ f(x) = rort+?

r—1
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23 4+ 422 + 62 + 4
(z+ 1)
T

3/ f(x) =
4/ f(x) =

Exercice 30

Trouver une primitive de x — —S—

(22 — 4z +3)(z —2)

631
142

a I'aide d’un bon changement de variable.

40



Chapitre 5

Fonctions de plusieurs variables

5.1 Introduction et rappels

5.1.1 Exemples de fonctions de plusieurs variables

1\2
La fonction impédance est définie par f(R,L,C,w) = \/ R? + (Lw — C_) dépend
w

de 4 variables.

Comme nous 'avons dit plus haut, la théorie de la relativité donne la masse d’une
Mo

N
une fonction de v, de la masse initiale mg et de la vitesse de la lumiere.

En mathématiques, nous parlerons d’une fonction de 2 variables ou 3 variables (ou
plus). Une fonction de 2 variables est une fonction d’'un domaine de R? dans R. Une
fonction de 3 variables est une fonction d’'un domaine de R? dans R, etc.

particule m := , ol v est la vitesse de la particule. La masse m s’exprime comme

Exemples
2x —ysinx

flz,y) = —— — est une fonction de 2 variables, et y , définie lorsque 22 +3? < 1.
2x + 3z . . o
flz,y,2) = est une fonction des 3 variables, z, y et z définies hors du plan

d’équation y = 4z.

5.1.2 Rappels sur la géométrie de R"
vecteurs et produit scalaire

On munit R? et R3 d’une repere orthonormé (0,7, ) et (O,i,7,k). Un point M est
repéré par ses coordonnées cartésiennes (x,y) ou (z,y, z).

Le vecteur 0—1\4> est la fleche reliant O et M. Ses coordonnées sont aussi (z,y) ou
(x,y,z). Si M’ a pour coordonnées (2',y) ou (2/,y/,2'), le vecteur MM’ a pour coor-
données (¢ — z,y' —y) ou (' —z,9y/ —y,2' — 2).

Etant donné deux vecteurs @ et @, de coordonnées (a, 8) et (o, 8') (ou (e, 8,7) et
(o, 5,7)) le produit scalaire 0.7 vaut aa/ + 3" (ou acd + 5 + 7).
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Théoreme 5.1.1. Deuzx vecteurs u et v sont orthogonauz si et seulement si u.v = 0.

Si M = (x,y) est un point et ¥ = (o, 8) un vecteur non nul, la droite passant par
M et engendrée par @ est 'ensemble des points de coordonnées (z + ta, y + t3) lorsque ¢
décrit R. Dans le cas de R? il faut ajouter & chaque fois une troisitme coordonnée z, 7 et
z+ty. On rappelle qu'une droite est déterminée par un vecteur directeur et un point par
lequel elle passe.

Proposition 5.1.2. Soient @ = («, ) un vecteur de R*, A = (z,y) un point de R* et a
un réel. L’ensemble des points M vérifiant ©.AM = a est une droite D' perpendiculaire a

. Plus précisément, si D est la droite passant par A et de vecteur directeur u, on note
A’ le point de D donné par la valeur

a—xa—yps

t—
o? + 32

Alors D' est la droite perpendiculaire a D et passant par A’.

Pour R?, on commence par rappeler qu’un plan définit aussi une direction (une “droi-
te”) perpendiculaire. Réciproquement, une droite dans R? définit aussi “un” plan perpen-
diculaire!.

Proposition 5.1.3. Soient @ = (o, 5,7) un vectewe R3, A = (z,y,2) un point de R3

et a un réel. L’ensemble des points M vérifiant u.AM = a est un plan P perpendiculaire
a u. Plus précisément, si D est la droite passant par A et de vecteur directeur w, on note
A’ le point de D donné par la valeur

a—za—yB— 2y
a2 tga?

Alors P est le plan perpendiculaire a D et passant par A’.

L’espace R"

Un point de R™ est un n-uplet de la forme (z1,...,z,) ou les x; sont des réels.

5.2 Graphe. Dérivées partielles. Sous-espace tangent

5.2.1 Motivations

En physique, thermodynamique, biologie, etc, les fonctions qui apparaissent seront
presque toutes des fonctions de plusieurs variables. Nous avons vu précédemment comment
le calcul différentiel permet d’obtenir des informations sur les fonctions d’une seule variable
réelle

Le but de ce chapitre est donc de construire et d’utiliser les mémes outils et méthodes
mais pour des fonctions de plusieurs variables réelles. La difficulté est accrue, surtout du
fait que la géométrie dans une droite est beaucoup plus simple que la géométrie dans un
plan ou dans l'espace.

1. En fait il y a une infinité de plan tous paralleles qui ont cette droite comme perpendiculaire.
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5.2.2 Graphe d’une application de plusieurs variables

Si f est une fonction de R" dans R?, elle s’écrira f(z1,...,2,) = (y1,...yp). Chaque
coordonnée y; sera une fonction a valeurs réelles de n variables

yj =yj(x1,. .., xp).

Définition 5.2.1. On appelle graphe de application [ ’ensemble des points de R"P de
la forme (z1,... %0, Y1, -, Yp)-

Exemple. Si f est une application de R dans R, on retrouve le graphe déja vu dans la
définition 3.1.2. Si f est une application de R? dans R, le graphe est une surface (ou une
nappe) dans R3.

Comme on peut étudier une fonction a valeurs dans R? en étudiant
chacune de ses p-coordonnées images (y1,...,¥p), On Va se res-
treindre au cas des fonctions de R™ dans R.

En outre, nous nous restreindrons aux fonctions de R? ou R? dans
R. Le cas plus général se déduit assez facilement du cas R3.

Dans le cas d'une fonction de R? dans R, une courbe de niveau a est 'intersection du
graphe avec le plan d’équation z = a.

5.2.3 Définitions des dérivées partielles. Différentielle

Par soucis de simplicité nous allons essentiellement nous contenter des fonctions de 2
ou 3 variables réelles. Si f(x,y) est une fonction en z et y et si on gele la variable y (on la
considére comme une constante), on récupere juste une fonction ”classique” x +— f(z,y).

0
Si on peut dériver cette fonction, la dérivée se note alors —f Elle s’appelle dérivée partielle

x
premiere par rapport a x. En gelant la variable x et en dérivant par rapport a y on aura

alors == (qui s’appelle donc la dérivée partielle premiere par rapport a y). Souvent on

dy

oubliera de signifier qu’il s’agit des dérivées premieres.

Exemple. Soit f(z,y) = 2 + ysin(z) + y*. Alors ?(az, y) =2z 4+ ycosz et ?(I, y) =
2 Y

sin(z) + 7y°.
Il faut faire attention, les x et les y n’ont pas tous la méme signification. Les notations
sont assez ambigiies, mais avec ’habitude et un peu de réflexion, on ne se trompe pas :

. est la fonction de 2 variables, X et Y telle que
x

0
8_£(X’ Y)=2X +Y cos(X).

Définition 5.2.2 (Cas de deux variables). On appelle différentielle de f au point (X,Y),
et on la note df x y) la fonction
of of

df(X’y) = %(X, Y)dl’ + a—y(X, Y)dy,
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of

0
définie par dfx yy(h, k) = %(X, Y).h+ 8_£<X’ Y).k.

On appelle alors différentielle de f, Uapplication (X,Y) — df x,y)-

0
On notera parfois df = a—fd:v—l— a—dy, mais on fera attention de ne pas confondre cette
Zz Y
: " of of
fonction avec la quantité df xyy(h, k) = 8_(X’ Y).h+ 8_(X’ Y).k.
Z Y

Exemple. La différentielle de la fonction donnée par f(z,y) = z? + ysin(x) + 37 est
df = (2x + ycosz)dx + (sin(z) + 7y%)dy.

Définition 5.2.3 (Cas de trois variables). On appelle différentielle de f au point (X,Y, Z),
et on la note df(xy,z) la fonction

_of of of
df(X7Y72) - 8$<X7Y7 Z)dl’—i— ay(X7Y> Z)dy+ 82(X7Y7 Z)dz7
0 0 0
définie par df xy,z)(h, k1) = 8_£(X’ Y).h+ G_JyC(X’ Y).k+ a—JZC(X,Y,Z)l.

On appelle alors différentielle de f, Uapplication (X,Y,Z) — df x,v,z)-

5.2.4 Lien entre différentielle et dérivée. Retour sur la tangente

Donnons nous une application de une variable a valeur dans R. On peut aussi vouloir
déterminer la différentielle de f en un point x. La définition s’adapte, la dérivée partielle
en x sera, dans ce cas la dérivée f’(x). Donc la différentielle est I'application définie par

df,h = f'(z).h.

On avait dit que la tangente donne la meilleure approximation affine de f au voisinage
de z.

fx+e)~ flz)+ f'(2)e

Dans le cas de deux ou trois variables, la différentielle permet aussi de trouver une ap-
proximation affine localement. Supposons que f soit une fonction de x et de y, Si au point
(X,Y) on commet une petite erreur (Az, Ay) on aura alors

JX+ Az Y +Ay) = f(X)Y) ~ dfixy)(AX,AY)
_of of

— DX V)Az + 2L (X VA
ay(,)ﬂay(,)y

Définition 5.2.4. Soit f une fonction de deuzr variables différentiable sur un ouvert
U C R2. Soit S la graphe de f?
On appelle plan tangent a S en (xg,yo) le plan d’équation

(X = a0 3L )+ (¥ = 00) 5 20 90) = (2 = F0, o)) =0

2. C’est donc une surface donnée par les points de la forme (x,y, f(x,y)).
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Exemple d’application. Un triangle a 2 cotés b et ¢ de longueur b = 10cm et ¢ = 20cm.
L’angle A est %. La surface est donnée par S = %bc sin A. Cela donne une surface de
86,6cm?. Si b et ¢ restent fixes, mais qu’'on commet une petite erreur sur A, Aa, en

oS
premiere approximation, la surface va varier d'une quantité a—A.Aa (soit environ 0, 87Aa).

Pour reprendre I'exemple précédent, si on commet aussi une erreur Ab et Ac sur les
mesures de b et ¢, 'erreur globale sera de 'ordre de

Définition 5.2.5 (Cas de 3 variables). Soit f une fonction de deux variables différentiable
sur un ouvert U C R3. Soit G la graphe de f3
On appelle espace tangent a G en (xo, Yo, z0) Uhyperplan d’équation

o1 Ioayo720)+(Z—Zo)a—f($oay0720)—(T—f(x0a?JO,ZO)) = 0.

0
(X—mo)a—i(xo, Yo, Zo)+<y_90)3_y( 0z

5.2.5 Gradient. Différentielles totales. Champs de vecteurs
Différentielle totale

Comme nous l'avons vu, la différentielle d’une fonction s’écrit sous la forme df =
P(z,y)dx + Q(z,y)dy ou P et @ sontles dérivées partielles premieres. Réciproquement,
étant donné une forme w = P(z,y)dx + Q(z,y)dy, peut-on trouver une fonction f telle
que w soit la différentielle de cette fonction ?

Le théoreme suivant donne une réponse :

Théoréme 5.2.6. La forme w = P(x,y)dx + Q(x,y)dy avec P et Q deux fonctions qui
admettent des dérivées premieres continues est la différentielle d’une fonction f si et

0P 0Q
seulement st — = —.
oy  Ox
Si P, () et R sont des fonctions de 3 wvariables, x, y, et z, admettant chacune des
dérivées premiéres continues, la forme w = P(x,y, z)dx + Q(x,y, z)dy + R(x,y, z)dz est
la différentielle d’une fonction de trois variables x y et z si et seulement si

OP OR 0P 0Q 0Q OR

9z  Ox’ dy Ox 0z Oy
On dit alors que la forme w est une différentielle totale (ou encore qu’elle est exacte).

Lorsqu’on a montré que la forme w était exacte, on peut chercher la fonction f dont
elle est la différentielle. Il s’agit ici d'une sorte de recherche de primitive, et tout comme
dans le cas d’une variable, on ne trouvera la solution que modulo une constante (additive).
Néanmoins le probleme revient a chercher une fonction f vérifiant

0f _p O _

, af _
=" 3y Q@ (et éventuellement —— = R).

0z

Exemple. La forme w = cos x cos ydr — sin z sin ydy est exacte. C’est la différentielle de
la fonction définie par

f(z,y) = sin(x) cos(y).

3. C’est donc une hyper-surface donnée par les points de la forme (z,v, z, f(z,y, 2)).
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Exemple. On cherche une fonction h(z) telle que w = h(z)(2zzdx — 2yzdy — (2 — y?)dz)
soit exacte. Posons P(x,vy,z) = 2h(2)zz, Q(z,y,2) = —2h(2)yz et R(x,y,2) = —(2® —
y*)h(z). Les conditions de Schwarz vont donner

2xh(z) + 2xzh/(2) = —2zh(2), 0 =0, —2yh(z) — 2yzh/'(z) = 2yh(2).

Ceci donne comme équation 1/'(z) — 2Lh(z) = 0, ce qui donne h(z) = % + Cste.
Admettons que les conditions aux limites nous permettent de fixer la constante a 0. La

1
forme w = — (2z2dr — 2y2dy — (2% — y*)dz) est la différentielle d'une fonction f. On doit
2
donc avoir
of 2zz Of —2yz Of y*—a?
or 227 0y 22 7 0z 22
2 _ 2

x
En intégrant la derniere relation on trouve f(x,y,z) = Y + g(z,y), ou g est une

certaine fonction inconnue qui joue le role de la constante dans I'intégration a une variable.

0
Si on dérive cette derniere égalité par rapport a x et y on trouve e 0et 99 _ 0. Ainsi

ox dy

la fonction f est la fonction

Gradient

Considérons une application de deux variables f(x,y) différentiable. On a vu que qu’en
un point (o, Yo, f(Zo, %)) le plan tangent est donné par I’équation

0 0
(X = 20) 2L (a0, 90) + (V = 30) 22 (0, 90) = (Z = F o, 0)) = 0.
ox dy
Il s’agit bien de I’équation d’un plan puisque cette équation est équivalente a

0 0 0 0
a_i(l“o, Yo) X + Ya—i(%, Yo) — Z = a—i(iﬂm Yo)To + 8_;;(%’ Yo)yo — f (0, 0))-
of

Ce plan est orthogonal a la direction (a—(:co, Yo), = (0, %0), —1). On voit donc apparaitre
x

Ay
un vecteur particulier, dans R? :
Définition 5.2.7. Si f dépend de 2 variables, x et y, le vecteur gradient au point (zo,Yo)
of

0
est le vecteur (%(xo,yo), a—y(%, Y0))-

Si f dépend de 3 variables, x, y et z, le vecteur gradient au point (zo,yo, z0) est le
vecteur (a—f(x 20) g(m 20) g(x 20))
G 05 Yo, 20 " By 0, Yo, 20 ' 9 0, Y0, %0))-
On le note (dans tous les cas) Grad(f)(xo, Yo, - -)

Champs de vecteurs (et rotationnel ?)

Se donner un champ de vecteurs dans le plan ou dans l'espace, c’est se donner en
chaque point un vecteur dont les coordonnées dépendent des coordonnées du point :

— — —
V(z,y,2) = P(x,y,2) i +Q(z,y,2)j +R(x,y,2) k.
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La question qu’on se pose généralement en physique, ¢’est de savoir si ce champ de vecteur
dérive d'un potentiel (cela intervient par exemple en mécanique des fluides...). On cherche
donc une fonction f (ici de trois variables) telle que V(M) = Gﬂi( F)(M). 11 s’agit en
fait du méme probleme que celui de la différentielle totale :

Le champ de vecteur _‘{(m,y, z) = P(z,y, z)7 +
— . . .

Q(z,y,2)j + R(x,y,2) k dérive d'un potentiel si et

seulement si la forme w = Pdx + Qdy + Rdz est exacte.

On aura alors V = Grad(f) ou f est une fonction telle
que df = w.

5.3 Courbes de niveau. Théoréme de la fonction im-
plicite (cas de deux variables)

5.3.1 Exemples de courbes de niveau

On rencontre aussi des fonctions de plusieurs variables appelées équipotentielles. Lors-
qu’on émet un champs électrique ou magnétique, etc. En géographie, les équipotentielles
sont parfois appelées courbes de niveau sur une carte. Elles représentent les points situés
a une meéme altitude, et donc ayant la méme énergie potentielle. Une telle courbe se
représente souvent par la formule

f(z,y) = a,

ou a représente le potentiel. Inversement, si on a une équation du type f(x,y) = 0, peut-
on étre sur-e que cela représente une courbe ? Si on dispose d’une famille de courbes de ce
type, f.(x,y) = a(z), peut-on étre str-e que ces courbes sont toutes les équipotentielles
d’un méme phénomene ?

Exemple 1 y — 22 = 0.

On sait que cela représente une parabole :

FIGURE 5.1 — y = 2?2

C’est donc bien une courbe, et on peut facilement écrire y en fonction de x.
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FIGURE 5.2 — 2 + 22 =1

Exemple 2 22 + 9% = 1.

On sait que cela représente le cercle de centre 0 et de rayon 1 :

Pourtant il n’est pas facile d’écrire y en fonction de x. Bien sur on peut avoir pour
(x,y) dans le quadrant supérieur droit, y = v'1 — 22 mais au voisinage du point (1,0) il
est impossible d’écrire y en fonction de x. Cependant on peut écrire x en fonction de y

i)

5.3.2 Théoreme de la fonction implicite. Retour sur le gradient.

L’objectif est de trouver une condition suffisante (et non pas nécessaire) pour étre
str-e quune équation du type f(z,y) = 0 donne une courbe. Le théoréeme donne une
condition locale :

Théoréme 5.3.1. Soit f(x,y) une fonction de 2 variables réelles. Si au point (X,Y) la

dériée partielle (X,Y) nest pas nulle, alors, il existe une application ¢, définie sur

Ay
un voisinage | X — e, X + ¢[, telle que ¢(X) =Y et pour tout u dans | X — e, X + €|,

flu,d(u)) = f(X,Y). De plus ¢ est dérivable et ¢'(u) = —2——

En d’autres termes,
Exemple. 'équation z? + ysin(z) + y* = 3 définit-elle une courbe? On pose g(z,y) =

z? + ysin(z) + y” — 3 et on calcule 99 on trouve

dy

g—z = sin(z) + 7y°.

le point M = (0, v/3) vérifie I'équation, et en ce point la dérivée partielle en y n’est pas
nulle. Donc on peut trouver un petit voisinage | — ¢, ¢ et une fonction ¢ telle que dans la
boule B(M,¢) I’équation définit une courbe d’équation y = ¢(z).

Ce théoreme porte bien son nom ; la fonction ¢ est implicite ce qui signifie qu’elle est
donnée par 'équation mais qu’elle est cachée (c’est a dire pas facilement calculable).
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Définition 5.3.2. Soit f une fonction de 2 variables. Le point M = (X,Y) est dit point
critique de la fonction si la différentielle dfy, est Uapplication nulle. Un point qui n’est
pas critique est dit réqulier.

Les points critiques jouent le méme role que les points ou la dérivée s’annule pour les
fonction d’une variable réelle. La définition stipule qu'un point est critique si et seulement
si toutes les dérivées partielles s’annulent en ce point.

Exemple. Pour la fonction f(z,y) = 2% + 42, le seul point critique est le point de coor-
données (0, 0).

L’intérét de cette définition, est qu’il permet de reformuler le théoreme de la fonction
implicite :

L’équation f(x,y) = a définit une courbe en dehors
de ses points critiques. Cette courbe est éventuellement
vide.

Considérons donc une courbe de niveau donnée par f(x,y) = 0. Prenons un point M =
0
(X,Y) qui soit régulier. Si 8_f(M ) # 0, on peut localement écrire cette courbe sous la
Y

_%(X> Y)

H(X,Y)

. La tangente a la courbe au point

forme y = ¢(z), avec Y = ¢(X) et ¢'(X) =

M a pour équation
y=9¢'(X)(z—X)+Y,
af af

ce qui s’écrit aussi (x _X)£(X’ Y)+ (y— Y)a—y(X, Y') = 0. Supposons que %(M) =0,

0
on doit alors avoir a—f(M ) # 0 (car M est régulier) et donc a courbe s’écrit localement
x

—-2(X,Y)
r=1(y), avec X = (V) et ¢/(V) = ———

a7 . Une fois encore la tangente a la courbe

en M aura pour équation :

(2 — X)g—£<x, Y)+ (y — Y)%(X, Y) = 0.

On peut interpréter cette quantité comme un produit scalaire dans R2. On a déduit :

Théoreme 5.3.3 (et définition). Soit f une fonction de 2 variables. la courbe d’équation
f(z,y) = a a une tangente en chacun de ses points (xg,yo) qui n’est pas critique. Elle

——
est perpendiculaire au gradient Grad(f)(xo,yo) = (8—<I’0,y0), a—(l‘g,yo)). L’équation de
w y

la tangente est alors

0 0
(z — xO)a_i(ionyo) + (y — yo)a—i(l’o, Yo) = 0.

Exemple. Une particule électrique g génere un champ électrique ﬁ On sait que ce
champ dérive d'un potentiel, c’est & dire que le vecteur E(x,y) est la gradient du poten-
tiel V' (z,y). On sait aussi que chaque équipotentielle, ¢’est a dire chaque courbe d’équation
V(z,y) = Cste est un cercle centré au point g. Le champ électrique est donc perpendicu-
laire aux équipotentielles, c¢’est a dire radial.
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5.4 Exercices.

Exercice 31

Calculer les dérivées partielles premieres et former les différentielles des fonctions sui-
vantes :

1/ u(x,y, 2) = vy?23.

2/ u(z,y) = x? cos(2y — 3zy).

3/ u(x,y,2) = Va* +y* + 2%

Exercice 32

Deux cotés d’un gateau triangulaire ont pour longueur 63 et 78 cm. L’angle correspondant
vaut 60 degrés. les erreurs maximales commises sont de 2mm pour chaque coté et 1
degré pour I'angle. Trouver une estimation de ’erreur commise sur la surface du triangle
(=gateau).

Exercice 33

La densité d’un corps est donnée par la formule d = 1 p ou A est le poids dans lair

et P celui dans I'eau. Calculer d et 'erreur commise lorsque A = 9kg, P = 6kg et 'erreur
commise sur chaque mesure est au plus de 10g.

Exercice 34

2 2
1/ On rappelle que 1'équation cartésienne d’une ellipse est donnée par — + 3;—2 = 1.
a
Donner I’équation de la tangent & une ellipse en un point (g, yo)-
2
2/ Méme question avec une hyperbole d’équation cartésienne est — = ‘Z—Q =1.
a

Exercice 35 , ,
Trouver toutes les fonctions de 2 variables vérifiant 681/—8]; =0et % =0.

Exercice 36

x
Montrer que les fonctions de la forme u(z,y) = xf (—) avec f suffisamment réguliere,
Y

Pud*u [ Pu 2
0x2 0y \0zdy )

vérifient

Exercice 37
: 'z . of of
On cherche les solutions de I'équation T Y = I
Y x
1/ En posant F(r,0) = f(rcosf,rsinf), trouver une équation vérifée par F'.
2/ En déduire une expression F' puis de f.

Exercice 38

— — -
1/ Dire si le champ de vecteurs 2z +y+2) i + (x+2y+2) 7 + (z +y+ 22) k dérive



5.4. Exercices.

d’un potentiel. Le calculer le cas échéant.
2/ Méme question avec Iny i —Inz j .

o1



Chapitre 6

Intégrale double

6.1 Définition de ’intégrale double.

6.1.1 Intégrale double sur un pavé.

On considere une foncion de deux variables, f(z,y), définie pour x € [a,b] et y € [c,d].

On souhaite donner un sens a
/ / f(z,y)dydzx.

Gelons la variable x. La fonction y — f (x y) est continue (au moins par morceaux) sur

[c,d] et on peut calculer son intégrale / f(z,y)dy. Dans cette intégrale la variable y

n’intervient plus (c’est une variable muette) ; on a en effet

/E " fla gy = / " fwee

d
Ceci définit une fonction en z, z +— / f(x,&)dE. On admettra que cette fonction est

C
encore continue (au moins par morceaux) sur [a, b]. On peut donc en calculer son intégrale,
b pd
ce qui définit / / f(x,y)dydz.
a C

On peut de méme calculer I'intégrale double / / f(z,y)dzdy, en calculant d’abord

I'intégrale / f(z,y)dz, puis en calculant 'intégrale sur le segment [c, d] de cette fonction

en y.

On notera donc 'importance et du sens des bornes / et / et du sens de dz et dy.
a C

B
Il faut raisonner comme pour les parentheses successives : 'ouverture se fait en / , et

(0%
la fermeture se fait avec le d¢ associé a l'intervalle [« 5]. De plus les ”parentheses” sont
emboitées et ne s’enjambent pas. Cependant nous avons un théoreme tres pratique :

Théoréme 6.1.1 (Fubini). Si f est continue par morceauz, alor’s/ / f(z,y)dydr =
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/Cd /abf(a:,y)dxdy.

Ce théoreme signifie que le sens de I'intégration ne compte pas, on obtient dans les 2
méthodes le méme résultat. Ceci donne alors un sens a la notation

// f(z,y)dzdy,
[a,b] X [c,d]

qui précise que la premiere variable vit dans 'intervalle [a, b] et la seconde dans l'intervalle
e, d].

Exemple.

wH

/2/3cos(x—|—y)dxdy = / [sin(z + y)|§ dy
0o Jo

= / sin( —|—y —siny dy

0
s

3
= / sin( —|—y dy — /sinydy
0 0

— [eos(5 +w] — [cos(y)]}

2

s 5% 0+ ™
= €O0S— — COS — — COS CoS —
3 6 2

V3-1
—

De méme, le calcul en inversant le sens d’intégration donne

/3 /2 cos(x + y)dydr = /3 [sin(az:—i—y)]og dy
o Jo 0

'
= / sin(= 4+ y) —siny dy
0 2

3 P 3
= / sin(— +y) dy — / siny dy
0 2 0

= [eosG +9)]. ~leostol}

3

T 5T T
= cosa—cosg—coso—l—cosg
V3-—1

5

Il faut néanmoins retenir 1’'idée que si les 2 calculs donnent le résultat, parfois I'un est plus
facile ou astucieux que l'autre. Ainsi l'intégrale / / erd:cdy ou D est le domaine défini

D
par 0 <y < x <1 se calcule plus facilement dans un sens que dans l'autre.

1
En effet ,l'intégrale / ¢*’ dz se calcule difficilement car on ne connait par de primitive a
0
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z +— e*. Faisons donc I'intégration dans I’autre sens. Az fixé, y est dans l'intervalle [0, z]

et donc on doit calculer / emzdy. Cela donne
0

1 T
/ / e” dedy = / / e$2dydx
D o Jo

6.1.2 Calcul de surface et de volumes.

le théoreme de Fubini s’interprete d’une facon géométrique. Tout comme l'intégrale
simple est un calcul de surface, l'intégrale double est un calcul de volume. Prenons
I'exemple simple de la fonction Ty ;2. Son graphe se représente dans R? comme étant
le nappe valant 1 si le point de base (x,y) est dans le carré, 0 ailleurs. Pour y fixé, faire

1
/ Lj,12 (2, y)dz, c’est calculer la surface entre la nappe et le plan Z = 0, restreinte au
0

plan Y = y. Lorsqu’on integre cette valeur selon y, on calcule bien le volume du cube.
Inversement si on integre d’abord en y pour x fixé, on calcule la surface d’une tranche
puis on somme sur toutes les tranches lorsqu’on integre par rapport a x. Une intégrale
double est donc un calcul de volume, et le volume final est le méme, que ’on calcule par
tranche ou par pile.

Calcul d’une surface d’un domaine.

Si on se donne un domaine ”simple”, noté D, on peut utiliser les intégrales doubles pour
calculer sa surface. La fonction 1 est continue par morceaux, et 'intégrale Tpdxdy

D
représente le volume compris entre le plan Z = 0 et le graphe de la fonction. Ce volume
a en fait la méme valeur algébrique que la surface du domaine, car la ”hauteur” est nulle
en dehors de D et constante égale a 1 sur D. Ainsi

Sur face(D) = / /D Ipdady.

Exemple. Considérons une fonction d’une variable réelle, f(z) définie sur l'intervalle

[a,b]. On sait que la surface comprise entre 'axe des X et le graphe de f est fab f(t)dt.
Quitte a changer f en f 4 C, pour une bonne constante, on peut supposer que f est
positive. La surface définie un domaine D donné par D = {(z,y),a <z <b, 0 <y <

f(z)}. Ainsi o b
[[ ioaety= [ [ ragae = [ e

On retrouve le résultat de 'année derniere.
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Calcul du volume d’un sphere.

La sphere d’équation 22 +y%+22 = r2, a un volume double de a demie-spheére supérieure

(z > 0). Si z est positif, on a donc z = /r? — 22 — 2 lorsque (x,y, z) est sur la sphere.
Posons f(x,y) = \/r2 — 22 — y2, définie sur le disque D d’équation 2% +y? < r?. L'intégrale
double de cette fonction représente le volume compris entre son graphe et le plan Z = 0,
c’est a dire le volume de la demie-sphere. Le volume de la sphere est donc

V= 2// V1?2 —x? — y2dxdy.
D

vy

Cette intégrale s’écrit aussi 2. / / \/1r? —y? — x2dxdy. Effectuons le changement
—r S Sr2—y2
de variable x = /7% — y2?sin . On trouve

/r2_y2 g
/ /12 — 42 — 22dx = / \/(7"2 —42)(1 — sin? §)\/r2 — y2 cos Odb.
—\/r2_y2 _

jus
2

1 20
Pour 6 dans [—%, ] cos est positif, et cos®f vaut H% ; donc l'intégrale de droite

)
s
2

vaut (r? — y?) / cos? 0df = (r* — yQ)g On trouve donc pour le volume

_
2

! 4
V= 2%/ r? — yidy = §7r7’3.

T

6.2 Changement de variables : coordonnées polaires

Le calcul précédent a été un peu compliqué car il a fallut faire un changement de
variable astucieux. Ce changement s’est fait pour une variable réelle, mais on peut se
demander s’il est possible de faire un changement sur les 2 variables réelles en méme
temps. Ainsi, un point de coordonnées cartésiennes (x,y) peut aussi étre vu avec les
coordonnées polaires (p, ), définies par la relation

x = pcosl, y=psinf.

Dans une intégrale double, dzdy peut étre vu comme 'élément de surface élémentaire. I1
est obtenu comme le pavé dont les cotés sont les 2 éléments de longueur élémentaire dz
et dy. Si on regarde le méme élément d’aire élémentaire, mais d’un point de vu polaire,
un petit changement dp et df créé un trapeze de cotés dp et pdf, de surface élémentaire
pdpdf. Ainsi on s’attendrait a avoir

[ stesytots = [ P oy

ou F(p,0) = f(pcos,psinf) et A est le domaine décrit par les coordonnées polaires
lorsque le point (z,y) décrit D. En écrivant les coordonnées cartésiennes comme fonctions
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des coordonnées polaires on trouve

0 0

a—i = cos b, a—; = —psind,

@ =sind @ = pcosl

ap O g T PORY
On "remarque” alors que le terme 8_95@ — @8_x vaut p. Dans le cas d'un changement

dp 06  dp ol
de variable réelle, la formule était
fogl)g'()dt = | fu)du.
[a,b] [e,d]

Dans le cas présent, le role de 'intervalle [c, d] est joué par D et celui de 'intervalle [a, b] est
joué par le domaine A ; de méme le ¢'(¢) es tici remplacé par le p que 1'on vient de calculé
et on remplace apres simplement dzdy par dpdf (pour retrouver approximativement le
dzxdy = pdpdb).

1
Exemple. On veut calculer [ = / / _
p 1422 +y?
0 <y<1let0<a?+y?+ 1. Le changement en polaires donne comme domaine A
'ensemble [0, 7] x [0, 1]. On a donc

1
I = dod

avec D le quart de disque 0 < x < 1,

qui se calcule facilement.



Chapitre 7

Equations différentielles

7.1 Equations différentielles homogenes

7.1.1 Equation ¢ —ay =0

Soit a dans R. Une solution de I’équation différentielle
y —ay=0 (7.1)

est une fonction dérivable f définie sur un intervalle I de R (on cherche généralement le
plus grand intervalle possible) telle que pour tout x de I,

F(@) — af (@) = 0.

Résoudre I’équation différentielle, c’est trouver toutes les solutions de cette équation.
On constate facilement que la fonction nulle (qui a tout x de R associe 0) est solution
de (7.1) mais il y a aussi la fonction f : 2 — e*. Cette fonction est en effet dérivable
(comme exponentielle) et on a pour tout = de R, f'(z) = ae® = af(x).

Théoréme 7.1.1. Les solutions de y' — ay = 0 sont les fonctions f : x +— Ae™ ou A
décrit R.

Ce théoreme signifie 2 choses : toutes les fonctions du type f : x — Ae™ sont solutions
de (7.1) et il n’y en a pas d’autres! Nous allons donner la preuve de ce théoréme car
elle utilise ce qui est quasiment la seule méthode presque systématique pour trouver les
solutions d’une équation différentielle.

Démonstration. Notons u(z) = e*. Nous avons vu que u était solution de 1’équation. De
plus elle ne s’annule jamais. Enfin, les formules de dérivations montrent que pour tout
réel A,
M) (z) = A (z) = Nawu(z),
ce qui montrer que toute fonction du type f(z) = Au(z) est solution de I’équation
différentielle.
f(@)

Réciproquement considérons une solution de I’équation f et posons g(z) = —F= =

u(x)
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f(z)e™** (ce qui est possible car u ne s’annule jamais). La fonction g est dérivable comme
rapport de 2 fonctions dérivables et on a

g (x) = flx)e™™ —af(x)e™™ = e (f'(z) — af(x)).

Comme f est solution de (7.1), on obtient, pour tout x de R, ¢'(z) = 0, ce qui signifie
que g est une fonction constante. On a donc

VreR, f(z)=g(0)e™,
ce qui signifie que f est du type annoncé. m

Cette méthode s’appelle la méthode de la variation de la constante, puisque I'idée est
de démontrer que la constante en est bien une en montrant que sa dérivée est nulle.

Exemple. Résoudre y' — 3y = 0. Trouver la solution qui vaut 1 en 0.
Les solution de cette équation sont du type f(x) = Ae3®. Si f(0) = 1, on doit donc avoir

A= Xe?0 =1,
ce qui signifie qu’il n’y a qu’une seule solution au probleme compte-tenu des contraintes ;
c’est la fonction définie par f(z) = e3*.
7.1.2 Equation y" + ay = 0.
Soit @ dans R. Une solution de I’équation différentielle
y' +ay=0 (7.2)

est une fonction 2 fois dérivable f définie sur un intervalle I de R (on cherche généralement
le plus grand intervalle possible) telle que pour tout z de I,

f'(@) +af(x) =0.

Résoudre I’équation différentielle, c’est trouver toutes les solutions de cette équation.
On constate facilement que la fonction nulle (qui a tout « de R associe 0) est solution de
(7.2).

Exemples
Les fonctions z +— €” et x +— e~ sont des solutions de 1’équation

!
y —y=0,
puisqu’elles sont égales a leur dérivée seconde.
Comme sin” = —sin et cos” = — cos, sinus et cosinus sont solutions de
"
y +y=0.

Lemme 7.1.2. Si u et v sont deux solutions de y" + ay = 0 (définies sur un méme
intervalle), alors la fonction x — ' (x)v(z) —v'(z)u(zx) est constante.
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Démonstration. La fonction introduite s’appelle le Wronskien. Nous n’en ferons pas la
théorie générale mais il suffit (faut?) de se souvenir que cela s’étend a d’autre type
d’équations différentielles et que c¢’est un outil pratique.

Posons h = v'v — v'u; h est dérivable comme composée de fonctions dérivables, et on

trouve
P (x) = u"(z)v(z) + ' (2)0(x) — ' (2)u(z) — " (z)u(x).

On remplace alors u” et v” par —au et —av, ce qui montre que A’ est nulle, donc h est
constante. O

Proposition 7.1.3. Soient u et v deux solutions de y" + ay = 0 telles que h := u'v —v'u
ne soit pas la fonction nulle. Alors les solutions de y" + ay = 0 sont les fonctions du type
f =M+ pv, ou X\ et p décrivent R.

Démonstration. La fonction h est constante et n’est pas nulle; Notons donc k sa valeur.
On montre facilement que toute fonction du type f = Au+ pv est solution de y” +ay = 0.
Réciproquement, soit f solution de cette équation différentielle. Le lemme précédent
montre qu’il existe deux constantes « et J telles que pour tout x de R

u'(z)f(z) — fl(2)u(r) = a
V) f(x) —v(r— fl(z) = B.

En multipliant la premiere égalité par v(z) et la seconde par u(z), puis en soustrayant on
obtient pour tout z de R,

(u'(z)v(z) — u(z)v'(2))f(z) = av(z) — Bu(z),
ce qui s’écrit aussi, compte-teu du fait que h est constante et vaut k,

VeeR, f(x)= _75 (x) + _Tav(x).

Théoreme 7.1.4. Soit a dans R.
1. Sia =0, les solutions de y" + ay = 0 sont les fonctions du type x — Ax + p.
2. Sia >0, les solutions de y" + ay = 0 sont les fonctions du type x — X cos(y/ax) +

psin(y/ax).

3. Sia <0, les solutions de y" + ay = 0 sont les fonctions du type x AeVlalo) +
//Le(i ‘a| ).

Démonstration. 11 suffit de vérifier pour chaque cas que le h associé n’est pas nul et

d’utiliser la proposition précédente. n

Exemple. Un mobile est accroché a un ressort horizontal de raideur k£ > 0. On note x son
abscisse, avec comme origine la position de repos (le ressort n’est ni étiré ni contracté). On
tire le ressort pour placer le mobile en position x = [ et on le lache. On cherche 1’équation
du mouvement.
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Le mobile ne subit (horizontalement) que la force de rappel du ressort —kx. Le principe
de la dynamique donne donc
ma” (t) = —kxz(t),

k
ce qui signifie que la fonction x est solution de y” + ay = 0 avec a = —. Donc x s’écrit
m

z(t) = Acos(wt) + psin(wt),

k
en posant w = 4/ —. Il reste a déterminer A et p :
m

Pour t =0 on a 2(0) =l et 2'(0) = 0, ce qui donne A = [ et u = 0. Ainsi I’équation du
mouvement est
x(t) = lcos(wt).

7.1.3 Equation y" + py' + qy = 0.

Soient p et ¢ deux réels. Une solution de 1’équation différentielle
y'+py +qy=0 (7.3)

est une fonction 2 fois dérivable f définie sur un intervalle I de R (on cherche généralement
le plus grand intervalle possible) telle que pour tout = de I,

(@) +pf (x) + qf(x) = 0.

Résoudre I’équation différentielle, c’est trouver toutes les solutions de cette équation.
On constate facilement que la fonction nulle (qui a tout « de R associe 0) est solution de
(7.3). comme nous avons déja traité le cas p = 0 on suppose dans toute la suite que p
n’est pas nul.

On pose Soit R(X) = X?+pX + ¢, et on 'appelle polynome caractéristique de I’équation
(7.3). On a alors A = p? — 4q et on pose § = /]A].

Théoréeme 7.1.5. Avec les notations précédentes,
—p—20 _ —p+d

1. Si A est > 0, P a alors deux racines distinctes r = et s , et les
solutions de (7.3) sont les fonctions du type x — X.e™ + p.e*.
2. St A =0, P n’a qu’une seule racine, r = —7]3 et les solutions de (7.3) sont les
fonctions du type x — (A.x + p)e™.
3. Si A est <0, P n'a alors aucune racine (dans R); on pose r = —7}9 et les solutions
de (7.3) sont les fonctions du type x — €™ (Acos(3z) + p.sin(3z)).
Démonstration. Posons a = —L. Pour f deux fois dérivable sur R on pose g(z) =

f(z)e~**. La fonction g est deux fois dérivable et on trouve

glx) = e *(f'z) —af(z))
J'(@) = e (f'(z) —af'(x) — af'(z) + a’ f(2))
dott ¢"(z) = e *(f"(x) +pf'(x) + a*f(x))



7.2. Equations non-homogenes 61

Cette derniere égalité montre que g est solution de

A
y'=zy=0 (7.4)

si et seulement si f est solution de

v +py +qu=0, (7.3)
A

2 2
puisque a* — 1= % — % + ¢g. On utilise alors le théoreme 7.1.4 pour conclure. O

Exemple. Nous reprenons I’exemple du mobile, mais nous supposons en outre qu’il subit
une force de frottement de 'air. Cette force est proportionnelle a sa vitesse. L’équation
du mouvement est donc

ma"” = —kx — ra’,

avec r > (0 puisque la force de frottement s’oppose au mouvement. En posant encore

w? = % et p == le polynome caractéristique de I'équation du mouvement est

R(X) = X% 4+ pX +u?,

dont le discriminant vaut A = p® — 4w?® = (p — 2w)(p 4 2w). Il faut donc discuter en
fonction de la valeur de A.
Si p > 2w, alors A > 0 et I’équation du mouvement est du type

—p+dy

z(t) = Ne Tt e 2

Si p = 2w, alors A = 0 et ’équation du mouvement est du type
x(t) = e (At + p).

Sip < 2w, alors A < 0 et 'équation du mouvement est du type

z(t) = e2 (A cos(gt) + usin(gt)).

Ici s’acheve la partie mathématique de la résolution ; ce sont les conditions physiques qui
aideront a déterminer la solution dans chacun des 3 cas.

7.2 Equations non-homogenes

7.2.1 équation du type ¢y —ay = F

On considere toujours a dans R et on se donne une fonction F' continue définie sur R
(ou un intervalle de R). On cherche a résoudre 1'équation différentielle

v —ay=F (7.5)

c’est a dire qu’on souhaite trouver toutes les solutions de cette équation.
On commence par remarque que si f et g sont deux solutions alors f — g est solution de
I’équation linéaire homogéne associée (7.1), ce qui signifie que f— g est du type x — A.e®”.
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Réciproquement, si f est une solution de (7.5) et si g est une solution de (7.1), alors f+g
est encore solution de (7.5) :

(f+9) —alf+9)=f —af+4¢d —ag=F+0=F.

On retiendra donc la regle : une solution générale de (7.5) sécrit comme la somme d’une
solution particuliere de 1’équation et d’une solution générale de 1’équation homogene as-
sociée iy —ay = 0.

Soit f une solution particuliere de vy — ay = F. Alors,
I’ensemble solution de I’équation 3’ — ay = F est 'en-
semble des fonctions du type z — f(z) + X.e®”

Exemple. Un parachutiste subit la force diie au poid et une force de résitence propor-
tionnelle a sa vitesse. L’équation est donc

mz"(t) =mg — K2/,

ce qui donne comme équation différentielle ¥/ — ay = g ot @ = —K/m et g est une
constante. Une solution générale de 1’équation homogene associée est y(t) = \.e K™ et
une solution particuliere de I'équation est la constante y = —2. La vitesse du parachutiste
est donc

Z(t) = — + \e KM,
a

ou A se détermine en fonction de la vitesse au temps ¢ = 0 (lorsqu’il ouvre son parachute).
On constate donc que assez rapidement la vitesse de chute est constante (K étant supposé
positif, lim e %™ = ).

t——+o00

Pour ce type d’équation, il existe une maniere systématique de trouver les solutions.
Nous allons utiliser la méthode de la variation de la constante :
Soit f une solution de 4/ —ay = F'; posons g(z) = f(z)e *. Onadonc ¢'(x) = e~ **(f'(z)—
af(x)), ce qui donne

g (z) = e F(x).
On doit donc avoir g(z) = g(0)+ [; ¢'(t)dt = g(0) + [ e~ *F(t)dt. Comme on ne cherche
qu’une solution, on peut imposer g(0) = 0, et donc f(z) = e‘””/ e”“F(t)dt. On retien-
0

dra :

L’ensemble solution de léquation ¢y’ — ay = F est 'en-
semble des fonctions du type

x = e (A +/ e " F(t)dt).
0
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7.2.2 équation du type vy’ +py +qy=F

On considére toujours p et ¢ deux réels (p peut étre nul) et F' une fonction définie
sur R. La méthode et les résultats de la partie précédente s’adaptent encore au cas des
équations du second ordre, en un peu plus compliqué peut-étre. Nous nous contenterons
de donner quelques résultats :

Soit f une solution particuliére de y" + py' + qy = F.
Alors, I'ensemble solution de I’équation " +py'+qy = F
est 'ensemble des fonctions du type z — f(z) + g(z),
ou ¢ est une solution générale de 1’équation homogene
associée vy’ + py + qy = 0.

On peut encore utiliser la méthode de la variation de la constante pour trouver une
solution particuliere, mais une théorie générale est lourde a écrire du fait des 3 cas qu’il
faut considérer. Nous nons contenterons de donner des exemples :

Cas ou A est positif.

On appelle r et s les deux racines distinctes de R(X) = X2+ pX +¢. Soient f solution
de y" 4+ py’' + qy = F et g la fonction définie par g(x) = e " f(x). On a donc

f'() =e™(g'(x) + r.9(x))

et f'(x) = e"(g"(x) + 2r.g'(x) +r?g(2)),

ce qui donne comme équation en g :
Vo, g¢"(z)+ (2r+p)g'(z) = e F(z).

On sait résoudre cette équation, ce qui nous permet de trouver une solution particuliere.

Cas ou F' est un polynome.

Si F(x) = ap+ a1z + ...+ a,x™, on cherche la solution particuliere sous la forme d'un
polynome by + byz + ... + b,x™.

Exemple. Solutions de ¢ + ¢ +y = 3 + 2z + 22 -
3

Le calcul donne A = —3 et donc les solutions générales sont du type f(x) = e_%x()\ cos( %5 x)+

,usin(‘/Tg:c)). On cherche une solution particuliere sous la forme f(z) = ax? + bx + c.
on a donc f'(z) = 2ax +bet f’'(x) = 2a, ce qui donne

azr® + (b+2a)x + (b+2a +c) = 3 + 2z + 2%,

ceci devant étre vrai pour tout z. Par identification on trouve a =1, b =0 et ¢ = 1.

3
Les solutions de I’équation sont les fonctions du type f(z) = 2* + 1+ e’%m()\ cos(—x) +

3 2
,usin(;x)).
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Cas ou F' est une exponentielle.

Si F(x) = €** on cherche une solution particuliere sous la f(z) = C'e®®. Si une solution
présente cette forme, elle doit vérifier :

C.R(a)e™ = f"(z) + pf'(z) + qf (x) = ™.

1
R(a)
Sinon on cherche la solution sous la forme P(z)e® ou P est un polynéme (on commence
par chercher avec un degré 1).

Il faut donc considérer deux cas : Si a n’est pas racine de R alors on choisit C' =

Exemples
La solution de y” + ¢ + y = e qui vaut 0 en 0 et avec une dérivée vallant 1 en 0.
On cherhce la solution particuliere sou sla forme f(z) = C'e®. On aura alors

3Ce" = e”,

ce qui donne une solution générale de la forme

g(z) = %e‘” + e_%x()\ cos(?x) + usin(?w)).

Comme on veut ¢(0) = 0 on doit avoir A = 0 et comme on veut ¢’(0) = 1 on doit avoir

1 V3

g -+ 7 n = 1.
On trouve alors pu = ﬁg'
la solution de 3" — 3/ = € qui vaut 0 en 0 et avec une dérivée nulle en 0.
On cherche la solution particuliere sous la forme f(z) = Ce”, mais cela donne 0 = €”
qui est impossible comme équation (ici R(z) = 2 — 1 et R(1) = 0!). On cherche donc
la solution sous la forme f(z) = (az + b)e® et on trouve que ze” convient. Les solutions
générales sont donc du type

1
g(x) = §:B€x + e’ 4 pe .

On veut g(0) =0 = ¢'(0), ce qui donne A+ p=0et A — p=—

N =

Cas ou F' est trigonométrique

Si F(x) est du type cos(az) ou sin(ax) et si F' n’est pas solution de 1’équation ho-
mogene, on, cherche une solution particuliere sous la forme f(z) = a cos(az) + [ sin(ax).

Exemple. Solution particuliere de y” + ¢’ + y = cos(2z)? On la cherche sous la forme
indiquée. On aura donc pour tout z, f'(z) = —2asin(2z) + 28cos(2z) et f’(z) =
—4a cos(2x) — 48 sin(2z), ce qui donne, une fois réinjecté dans 1’équation,

(—3a +25) cos(2x) + (=38 — 2a) sin(2x) = cos(2x),
(ceci devant étre vrai pour tout x). L'unique solution est obtenue par le couple (o, 5) qui

vérifie
—3a+260=1et —36—2a=0.
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7.3 D’autres équations différentielles

7.3.1 Equations a coefficients non constants
Equations homogenes

On cherche a résoudre 1’équation

y —alx)y =0, (7.6)

ou a est une fonction continue définie sur un intervalle / de R. En tant que fonction
continue, a admet une primitive sur I, que nous noterons A. Nous allons utiliser la méthode
de la variation de la constante pour montrer que les solutions de (7.6) sont les fonctions
du type f: 2 +— C.eA® ol C est une constante réelle.

Commencons par montrer qu'une fonction de ce type est solution de (7.6). La fonction
f:x = C.et® est dérivable et f/(z) = A'(z).C.eA® = a(x).f(z). Donc f est bien
solution de I’équation considérée.

Réciproquement soit f une solution de I’équation (7.6) ; écrivons

ce qui est possible car une exponentielle ne s’annule jamais. On a donc f'(z) = C'(x).eA@ +
a(z)f(x). Ceci montre que C'(x) = 0; pour tout = de I, donc C' est une constante.

Exemple. Les solutions de ¢y’ — 3zy = 0 sont les fonctions du type f(x) = C.es.

Equation avec second membre

La méme technique permet de résoudre des équations du type

y — a(z)y = b(x), (7.7)

ou a et b sont des fonctions continues définies sur un intervalle I deR. On retiendra

Soit f wune solution particuliere de ' — a(z)y = b(z).
Alors, I'ensemble solution de 'équation y' —a(z)y = b(z)
est 'ensemble des fonctions du type x — f(z) + \.e®
ol A est une primitive de a.

7.3.2 Equations a variables séparables

On dit qu'une équation différentielle du premier ordre est a variables séparables si elle
peut s’écrire sous la forme

a(z) = y'b(y), (7.8)
ol a et b sont deux fonctions continues.

Exemple. L’équation (1+ 2%)?y + 2z + 2zy* = 0 est & variable séparables car elle s’écrit

aussi ,
Y —2x

T+y2  (1+422)2
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Considérons une équation différentielle du premier ordre et a variables séparables écrite
sous la forme (7.8). Soient A et B des primitives respectives de a et b. Alors, il existe une
constante C' telle que

B(y) = A(x) + C.

Si la fonction B est bijective, on peut alors en déduire la valeur de y(z), par la formule

y(z) = B~ (A(z) + O) .

1
1+ 22

Exemple. Dans I'exemple précédent on aura arctan(y) = + C, d’ou

1
y(x) :tan(1+x2 +C’).

7.4 Exercices

Exercice 39
Résoudre I'équation différentielle ¢y’ — 3y = 0.

Exercice 40
Résoudre les équations différentielles y” — 2y’ + 4y = 0 et 3y — 4y' + 4y = 0.

Exercice 41

Soient a et b deux nombres réels fixés. Montrer qu’il existe une unique solution f de
I'équation différentielle y” + 4y’ 4+ 3y = 0 telle que f(0) = a et f/(0) = b. Expliciter cette
solution

Exercice 42

1/ Résoudre 'équation (%) v’ +y = x (c’est a dire qu'on cherche y : z — y(z) telle
que pour tout x, y'(x) + y(x) = x).
2/ Résoudre aussi y' +y = 8e~*.

Exercice 43

Résoudre les équations suivantes et trouver dans chaque cas la solution qui, pour x = 0
s’annule ainsi que sa dérivée.

1/ y" —4y =0.

2/ y" — 4y = €™ (on discutera en fonction de la valeur de m.)

3/ y" —4y' + 4y = xe™* (on discutera en fonction de la valeur de m.)

4/ y" + vy +y = cos fz.

Exercice 44
On veut résoudre 1'équation fonctionnelle £ :  f(z +vy) = f(z)f(y), ce qui signifie
qu'on cherche les fonctions continues f telles que pour tout x et pour tout y, on ait

flx+y) = f(x)f(y).

1/ On suppose que f est solution de E. Montrer que f(0) vaut 0 ou 1.
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2/ Montrer que si f est solution et si f(0) = 0 alors f est la fonction nulle.

3/ On suppose que f est solution et que f(0) = 1. On suppose aussi que f est dérivable
en 0. Montrer que f est dérivable en tout point x de R.

Trouver alors une équation différentielle vérifiée par f et en déduire la forme de f.

4/ Donner 'ensemble des solutions de E qui sont dérivables en 0.

Exercice 45
Le but est de chercher les fonctions f :]0, +00[— R vérifiant les conditions

(%) f est deux fois dérivable,
22 f"(x) — 2f(x) = 0 pour tout z > 0.

1/ Soit f une fonction définie sur |0, +oo[. Justifier qu’on peut définir une fonction g sur
R en posant g(x) = f(e®). Montrer que f vérifie les conditions () si et seulement si g
est solution de y” — 3/ — 2y = 0.

2/ Trouver toutes les fonctions f :]0,+00[— R vérifiant les conditions (x).

Exercice 46

Résoudre les équations suivantes :

1/ y' + (cosz)y = 0, avec condition initiale y(0) = 1
2/ y/ —|—’:1:2y 2134.

3/ y +

=0.
1— 27
Exercice 47
Résoudre les équations suivantes :

1/ yvVi+a2—y*—y—1=0.
/

Yy _
2/ —— —e ¥ =0.
/\/1+x2



