M1 Variable complexe — Feuille de TD 1 — Paul Baird
81. Notions de base

a—b‘<1;
b

1. (les complexes) (i) Soit Ima,Imb > 0. Montrer que

a —
(ii) Pour des nombres complexes a, b, montrer que

1 —abf* —|a = b = (1~ |al*)(1 = b?).

en déduire que si |a| < 1 et |b] < 1 alors

a—>b <
1—ab

(iii) Soit f(z +iy) = zy/(x® +y?) pour x +iy # 0. Est-ce-que f(z) présente une limite

lorsque z — 0 7

2. (suites) (i) Montrer que toute suite convergente dans C est bornée.

(ii) Si a,, — 0 lorsque n — oo, montrer que (a; + - - - + a,)/n — 0 lorsque n — oo.

3. (séries) (i) Donner un exemple d’une série entiere qui converge pour tout z € C,
puis une qui ne converge que lorsque z = 0.
(ii) On suppose que > 2 = S(z) pour tout |z| < R, ot R > 0. Si S(z) est réelle pour
tout z réel avec || < R montrer que chaque a, réel. Si S(z) est paire, montrer que
an = 0 pour tout n impaire.
(iii) Montrer que Y > ; 2" n’est pas uniformément convergente sur D(0, 1) := {z € C||z| < 1}.
(iv) Soit 0 € [0, 27[, 8 # 7. Montrer que si |z| < 1, la série
Z cosq(lnH) n
n>1
converge absolument.

0

(v) Montrer que, pour z = ¢ ou z = e, 1a série de la partie (iv) diverge. En déduire

le rayon de convergence de cette série.

4. (séries) Soit S(z) = Y, ~(anz"™ une série entiere de rayon de convergence R. Montrer
que pour tout r < R on a
2m )
/ 1S(re®)[2d0 = 3 fagl2r2*.
0 n>0
Montrer que si R = oo et si .S est une fonction bornée dans C, alors S est forcément

constante.

5. (chemins) Soit v : [0,1] — C un chemin. Si [y(0)| < 1 et |y(1)] > 1, montrer que
v([0,1]) contient un point de module 1.
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6. (sphere de Riemann) Soit o : S? \ {N} — C la projection stéreographique. Quelle

est 'image par o d'un cercle I' de S? (privé eventuellement de son pole nord si N € I').

7. (cercles) Soit I' un sous-ensemble de C. Montrer que I' est un cercle de Co si et

seulement si il existe a,d € R, 8 € C avec |3|2 — ad > 0 tels que
I'={2cC|alz]*+ B2+ B8z +3 =0}
(on entend ici par cercle dans Co un cercle de C ou une droite passant a 'infini).

8. (homographies) Une homographie est une application f : Co, — C de la forme :

‘CIZZIS si z€ C\{-d/c}
flz)=4¢ o st z=—d/c
afc  si z=00
ol a,b,c,d € C sont tels que ad — be # 0.
(i) Montrer que si ¢ # 0 on a

az—i—b_a_ad—bc 1

cz+d ¢ c2 z+%'

En déduire que f peut s’écrire comme la composée d’une similitude directe (Une trans-
formation que multiplie toutes des distance par une constante fixe et qui préserve
Porientation), d’une inversion (z +— 1/z) et de deux translations.

(ii) Montrer que toute homographie est un homéomorphisme de Cy, sur lui-méme.
(iii) Montrer que I'image par une homographie d’un cercle ou d’une droite est un cercle

ou une droite.



