Variable complexe — Paul Baird

§3. Intégrale complexe

Définition de l’intégrale : Soit 7 : [, 3] — C un chemin de classe C! et soit f(2)
une fonction complexe définie sur I'image de v. On appelle intégrale de f le long du

chemin ~ la quantité

/7de = /j(f o)(t)~'(t)dt.

Remarque : Cette définition est invariante par changement de parametre. En effet, si
1 : [oa, B1] — C est tel que vy =y 07 ou 7 : [, f] — [av, 1] est strictement croissante
de classe C!, alors f7 fdz = fw fdz par la formule de changement de variable dans un

intégrale.

Exemple : Soit v : [0,27] — C le cercle de rayon r : y(t) = rei et soit f(z) = 1/z.

Alors
1 27
/dz:/ idt = 27i.
v ? 0

Exercices : 1. Calculer fw 2"™dz pour tout m € Z ou vy : [0,27] — C est le cercle
y(t) = €.

2. Soit a,b € C et posons y(t) = tb+ (1 —t)a le segment droit joignant a a b. Calculer
f7 2"dz.

Propriétés de l’intégrale complexe : 1. Linéarité :
/(af+bg)dz:a/fdz+b/gdz (a,b e C)
¥ ¥ v

2. Additivité : Soient v; : [a1,81] — C et ¥o : [ag, B2] — C deux chemins C? tels
que v1(01) = y2(a2) et soit 1 Uy, leur réunion. Alors

/wwfdz_/wfdw/wfdz

3. Orientabilité : On désigne par v~ le chemin obtenu a partir de v : [o, 3] — C
par le changement de variable t — a4+ § —t, c’est a dire v~ (¢) = v(a+ f — t). On dit

que 7~ se déduit de v par un changement d’orientation. Soit f intégrable le long de

Lfdzz—[yfdz.

1

; alors



2
Longueur d’un chemin : Soit 7 : [, 3] — C un chemin C*! et écrivons |dvy| = |7/ (¢)|dt.

Alors la longueur L(7y) de « est donnée par

L 7)—L\dv\ —/j RAGISTS

Estimation de l’intégrale :

Théoréme 3.1 : Pour toute fonction f intégrable le long d’un chemin 7 : [a, 3] — C de

L fdz| < / Flldy]

En particulier, si |f(2)| < M pour tout z € y([a, (]) alors

[yfdz

Preuve : Soit J = f7 fdz et écrire J = |J|el pour un nombre 6. Alors

classe C! on a

< ML(7).

=[50 = [ e smp o
v a
Puisque la partie droite est un nombre réel, on a
1= [ Retetswpars [ 1saoim plae= [ Iflids.
O
L’indice d’un chemin : On dit qu'un chemin v : [a, ] — C est fermé si y(a) = v(5).

Théoreme 3.2 : Soit v un chemin fermé C! par morceaux et soit Q le complément de

son image dans C. Soit

Ind,(z) = — / dw (L)
Y

2mi J, w — 2
Alors Ind, est une fonction a valeurs entieres sur {2 qui est constante sur chaque

composante connexe de ) est qui est nulle sur la composante non-bornée de 2.

Preuve : Soit v : [a, f] — C un chemin fermé et soit z € 2 :

IR’
(1) Ind.(z) = / g,
2 v(t) — z
Alors (/271 est un entier si et seulement si e¢ = 1. 11 faut démontrer que ¢(b) = 1 on

go(s):exp{/; ,Y(?f/)(t—) zdt} (a<s<b)

Mais




en tout point sauf en un nombre fini S o1 v n’est pas CL. Il s’ensuit que /(v — 2) esi
une fonction continue sur [«, 5] dont la dérivée s’annule dans [«, 3]\ S, ce qui entraine
que ¢/(y — z) est constante sur [«, 5]. Puisque p(a) =1 alors

V(s) — =
(a) — 2
Mais v fermé = y(a) = v(8) et donc ¢(B) =1 et Ind,(2) est un entier. Puisque Ind,

p(s) = (@ <s<p)

est continue sur chaque composante de 2, elle est constante sur chaque composante.
Enfin (??) implique que |Ind,(z)| < 1 pour z suffisamment grand et par suite Ind, est

zéro sur la composante non-bornée de €. O

Théoréme de Taylor-Lagrange pour une fonction holomorphe : On se rappelle

de la regle de Leibnitz :

Théoreme 3.3 : Soit ¢ : [a,b] X [¢,d] — C une fonction continue et définissons

g:[ce,d] — C par .
g(t) = / (s, t)ds.

Alors g est continue. En plus, si %—f existe et est continue sur [a,b] X [c,d] alors g est
continuement différentiable et
o
/ ¥
7t = [ 225, 0)as
. Ot

Lemme 3.4 :

pour tout z avec |z| < 1.

Preuve : C’est une conséquence du Théoreme 3.2 et I'exemple : f7 %dz = 271 ol 7y est

le cercle unité. O

Théoreme 3.5 : Soit f : U — C holomorphe sur un ouvert U et supposons que

Iadhérence D(a,r) C U (D(a,r) = {z € C: |z—a| < 1}). Soit (t) = a+re', 0 <t < 27,

Alors
1
ﬂ@:%ﬁ/fwhm
Y

w—z

pour tout z tel que |z —a| < r.

En particuliere on en déduit le théoreme de la moyenne :

1 21 o
a) = — a+ret)dt.
fla) = g [ flarel)
(la valeur de f en a égale & sa moyenne arithmétique le long des cercles assez petits

centrés en a).
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Preuve : En définissant Uy = {i(z —a) : z € U} et en remplacant f(z) par

g(z) = f(a+ rz), on peut supposer que a = 0 et r = 1, c’est & dire que B(0,1) C U.
Soit z fixé avec |z| < 1. Il faut démontrer que

/ f i 2w f(eis>eisds
— Z

27 e’ —z

():/027r (’f_)‘f—f(z)) ds.

On applique la régle de Leibnitz (Théoreme 3.3) en posant
f((z 4 t(e® — 2))e®

el —z

c’est a dire que

p(s,1) = - f(2)

pour 0 <t < 1let0<s<2r Puisque |z + (e — 2)| = |2(1 —t) +tel¥] <1, ¢ est
bien définie et continuement différentiable, d’ou la dérivée de g(t f (s, t)ds est
continue.

Le résultat s’ensuivra si on peut démontrer que ¢g(1) = 0. On montre que g(0) =0

est que g est constante. En effet

27 27 eis
o) = [ pts0as = ) [ Sds—2mpe) -

e’ —z

par le Lemme 3.4.

En plus, la regle de Leibnitz entriine que

27 (9(,0
/ o -
gt)= ST ds

ou %‘f = els f'(2+t(e'*—2)). D’autre part, pour 0 < t < lona ®(s) 1= —if(z+t(e!*—2))/t
vérifie ®'(s) = %f Donc
g (t) = ®(2r) — ®(0) =0.

Puisque ¢'(t) est continue on a ¢’ = 0 et g est constante. O

Comment appliquer ce résultat afin de trouver une série entiere 7 On applique la

série géométrique : pour |z —a| < r et jw—al =17 on a

I | 1 1 i z—a\"
w—z \w-—a 1_(@)_10—@”:0 w—a

Ensuite, on multiplie les deux parties par f(w)/27i et on prend l'intégrale le long du
cercle v : |z — a| = r. Par le théoréme 3.5, la partie gauche est f(z) et si on est assuré

de la convergence uniforme, la partie droite serait

Z an(z —a)"
n=0



ou

g [ IO,

271 ), (w —a)ntl
La convergence uniforme est une conséquence du théoreme suivant.
Théoreme 3.6 : Soit f holomorphe dans D(a, R), alors f(z) = > 7 an(z — a)™ pour

tout z tel que |z — a|] < R, ol

_ Limgy = L[S
] (a) = 2771/Y (w —a)ntl dw.

Preuve : Soit 0 < r < R, d’ott D(a,r) C D(a, R). Soit ¥(t) = a + re'’, 0 <t < 27.
D’apres Théoreme 3.5,
50 =55 | I gy,
pour tout z tel que |z — a| < r. Puisque |z —a|] <ret|w—a| =7
[fw)llz —al"| - M <|Z - a!)"

|lw—a|*tt r r

ou M = max{|f(w)| : |lw—a] = r}. Puisque z=al 1) la critere de Weierstrass
§Théoreme 3, entraine la convergence uniforme de la série > f (w)% pour tout
|lw = a| =r. On en déduit le résultat des calculs précédants. O

Corollaire 3.7 : Soit f: U C C — C holomorphe, alors f est infiniment différentiable.

Corollaire 3.8 : Soit f: U C C — C holomorphe telle que D(a,r) C U, alors

() = ™ / _fw)
fa) 27 J, (w — a)t? dw,
ot y(t) = a+ret, 0 <t < 2.

Corollaire 3.9 (inégalité de Cauchy) : Soit f holomorphe dans D(a, R) et supposons
que |f(2)] < M pour tout z dans D(a, R), alors

n!M

) <

Théoreme 3.10 (Théoréme de Liouville) : Une fonction holomorphe entiere (holomorphe

sur tout C) et bornée est toujours constante.

Preuve : Soit |f(2)| < M pour tout z € C. Par le corollaire précédant

M

! 2 < =

el
pour tout R et donc f/(z) = 0 pour tout z € C, d’olt f est constante. |
Théoreme 3.11 (Théoreme fondamental d’algebre) : Soit p(z) un polyndéme non-

constant, alors il existe un nombre complexe a tel que p(a) = 0.
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Preuve : Supposons au contraire que p(z) # 0 pour tout z et soit f(z) = 1/p(z).

Puisque f(z) est bornée et entiere, par le Théoreme de Liouville, elle est constante, une

contradiction. O

Soit f : U € C — C holomorphe et soit a € U un point tel que f(a) = 0, alors on
dit que a est un zéro de f de multiplicité m > 1 s’il existe une fonction holomorphe

g:U — C tel que f(z) = (2 —a)™g(z) avec g(a) # 0.

Corollaire 3.12 : Soit p(z) un polynéome de degré n, alors

p(z) = c(z = a)" -+ (z = ag)*m
ou c est constante et k1 + - - + k,, = n.
Preuve : On applique le Théoreme 3.11 et la récurrence. a

Théoreme 3.13 : Soit U C C un ouvert connexe et soit f : U — C holomorphe. Alors
les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) F=0;

(ii) il existe a € U tel que £ (a) = 0 pour tout n > 0 ;

(iii) {z € U : f(z) = 0} présente un point d’accumulation dans U.

Preuve : Clest évident que (i) = (ii) et (iii).

(iii) = (ii) : Soit @ € U un point d’accumulation de Z := {z € U : f(z) = 0} et
supposons que R > 0 est tel que D(a, R) C U. Alors f(z) = Y52, ar(z — a)* pour
|z —a| < R. (ii) est une coséquence de 'unicité des séries entieres : Théoreme 5 de §1.
(i) = (i) : Soit A={z € U : f™(2) =0 V¥n > 0}. Par hypothese A # (). On montre
que A est a la fois ouvert et fermé dans U.

Soit z € ANU et soit (2;) une suite dans A telle que z = lim z;. Puisque chaque
™ est continue on voit que £ (z) =lim f(™(2,) =0, donc z € Aet ANU = ANU.
D’autre part soit a € A et soit R > 0 tel que D(a, R) C U. Alors f(z) =) an(z —a)"
pour |z —a| < R ol ay, = %f(”)(a) = 0 pour tout n > 0. Donc f(z) = 0 pour tout z
dans D(a, R) et D(a, R) C A et par suite A est ouvert. O

Théoreme 3.14 (Principe du maximum) : Soit U C C un ouvert connexe et soit
f + U — C une fonction holomorphe telle qu’il existe un point a € U tel que

|f(a)] > |f(2)| pour tout z € U. Alors f est constante.
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Preuve : Soit 7 > 0 tel que D(a,r) C U et soir (t) = a + re', 0 <t < 27. Théoréme

3.5 entraine que

fmy_l‘/f@ﬁ&UZIQWﬂa+m%&
Y

2mi ) w—a 2 Jo

Puisque |f(a + rel)| < |f(a)| pour tout ¢, il s’ensuit que

27
@)1 < 5 [ Ifta reiae < If()

Donc )

0= [T (5@ (rla-+rear
et |f(a)| = |f(a+ relt)|. Puisque r est quelconque, on voit que pour D(a, R) C U, on
a f(D(a,R)) C {z € C: |z| = |a|} ot a@ = f(a), ce qui entraine f constante dans
D(a,R) (ff=c= f% =0= g—f: = 0 dans D(a, R)). En particuliere f(z) = a pour

|z — a] < R. Pour conclure, on applique le théoréme 3.13 & la fonction f(z) — a. O



