Analyse dans R"

Chapitre no. 3, Dérivées supérieures, points critiques

Un peu d’algebre multilinéaire. Soit E et F' deux espaces vectoriels de dimensions

finies et soit L(E, F') 'espace des applications linéaires de E dans F. Alors L(E, F)
est lui-méme un espace vectoriel : soit ¢,v € L(E,F) ; on définit ¢ + 1 par
(4 6)(0) 1= p(v) + ¥(v) et Ap par (Ap)(v) = Ap(v) (v € E, A € R).

Exemple : L(R"™, R?) s’identifie avec 1’espace des p X n - matrices.

Si E et F sont munis des normes (qu’on note par || - || pour les deux espaces), on peut

définir une norme sur L(E, F') par
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(puisque L(E, F') est de dimension finie, toutes les normes sont équivalentes).

Une application ¢ : F x E x --- X EE — F est dite multilinéaire si elle est linéaire en

r

chaque coefficient : p(v1,...,avj+Pw;,...,v) = ap(ve,...,v5,...,0)+Pe(v1, ..., wj,. ..

Si r = 2, on parle d’une application bilinéaire.

@ est symétrique si (..., v, ... v5,...) = @(...,Vj,...,0;,...) pour tout i et j ; elle est
antisymétrique si o(...,vi,...05,...) = —@(...,vj,...,v;,...) pour tout i et j.
Exemple : 1. Le produit scalaire (v,w) — v - w définit une application bilinéaire
symmetrique R” x R" — R.

2. Le produit vectoriel (v, w) — v A w definit une application blinéaire antisymétrique
R? x R? — R3.

L'espace L(E,L(E,F)) s’identifie avec L?(E,F). En effet, soit ® € L(E,L(E,F)).
Alors ® correspond & ¢ € L?(E, F) déterminée par la formule : ¢(v,w) := ®(v)(w).
Récursivement, on peut identifier L(E,L(E,---,L(E,F))---) (r copies de E) avec
L"(E, F). On remarque que si E et F sont des espace normés, on peut munir L"(E, F')

d’une norme.

Forme quadratique. Un polynéme est homogéene de degré d si tous ses monémes sont de

méme degré d. Par exemple 2% +2xyz+y?z est homogene de degré 3 ; xy+x2+ 2y n’est
pas homogene. Une forme quadratique définie sur R™ est un polynéme Q(z1, z2, . . ., Ty)

homogene de degré 2. Une tel polynéme s’écrit

aip ai2 -+ Gin €1
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ou les coefficients sont symétriques en i et j : a;; = aj; Vi,5 =1,...,n.

Exemple : 1. n =2
a c x 9 9
<g; y) = az” + 2cxy + by
c b Y

- c’est la forme générale d’un polynéome homogene de degré deux en deux variables.

2.n=3

a b c x
(:c Y z) b d e Y = ax’® + dy® + f2° + 2bxy + 2cxz + 2eyz
c e f z

- c’est la forme générale d’un polynéme homogene de degré deux en trois variables.
Une forme quadratique est équivalente a la donnée d’une application bilinéaire symétrique
a valeurs réelles B : R” x R"” — R : donnée B, soit Q(z) = B(zx,x) ; reciproquement

donnée Q(x), soit

Blz,y) = 1 (Qa +) ~ Qx) ~ Q)

(I'identité de polarisation). Si @) est donnée par (1), alors B est donnée par

ail a2 e ain Y1
B(z,y) == ( T1 X2 T ) @21 @22 =00 G2n Y2
Qpl Gp2 - Gnp Un
Soit
aip a12 -+ Qi
(2) A - as1 Q92 -+ G9p
Anl Ap2 ***  Gnn

Une forme quadratique Q est positive (négative) définie si x # 0 = Q(x) > 0 (< 0), et
positive (négative) semi-définie si x # 0 = Q(x) > 0 (< 0). Si on écrit Q(z) sous la
forme Q(x) = 2! Az avec matrice A donnée par (2) ; puisque A est symétrique ses valeurs
propres sont réelles et il existe une transformation orthogonale des coordonnées par
rapport & laquelle A devient diagonale avec ses valeurs propres le long de la diagonale
: M (MY = M~1) telle que M*AM = D avec D = diag(A1,..., ) (A\; les valeurs
propres de A). Il s’ensuit que @ est positive définie si \; > 0 pour tout i, et que @ est

positive semi-définie si A; > 0 pour tout q.
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Application de classe C". Soit U un ouvert de R" et soit f : U — RP une application

differentiable en tout point x € U. Alors, en un point = € U, la dérivée D f(z) est un
élement de L(R™, RP) (un espace normé), c’est a dire Df : U — L(R"™,RP). Si Df est
continue (en tant qu’application entre espaces normés), on dit que f est de classe C!,
ou, qu'elle est simpement C.
Puisque Df(x)(h) = O1f(z)h1 + -+ + Onf(x)hy, (Oif = Of/0x;), il s’ensuit que f est
C! si et seulement si ses dérivées partielles 0 f/Ox; : U — RP sont continues.
On peut maintenant poser la question de si l'application Df : U — L(R"™ RP)
est dérivable. Si c’est le cas en un point x € U, on définit la 2eéme dérivée
D?f(x) := D(Df)(x) € L(R", L(R",RP) = L>(R", RP). Explicitement:

O

D*f(x)(h, k) = > hikjz—— (b= (M, ) k= (oK)
ij=1 JE

ou

*f _ 0 (of
8.1‘3'0.%' N 8.7}j 8.7,'Z

Si D?f est définie en tout point de U et D?f : U — L?(E, F) est continue, on dit que f
2

est (de classe) C2, ce qui revient au fait que les 2émes dérivées sont continues.

81‘181' g

Lemme de Schwarz (ou le théoreme de Clairaut). Soit f : U — R (U ouvert dans R")

de classe C?, alors

o*f 0%f
895,-83@ N 695]695,

Preuve : Il suffit de montrer le théoréme pour n = 2. Pour a = (a1, a2) € U, on pose

w(hi,ha) = f(ai+ hi,a2 + ha) — f(ar + hy,a2)
v(hi,he) = f(ai 4 hi,a2 + ha) — f(a1, a2 + ho)
w(hi,h2) = f(a1 4 hi,a2 + ho) — f(ar + h1,a2) — f(a1, a2 + ha) + f(a1,a2)

définie pour h = (hy1, hg) assez petit. Par le théoréme des acroissements finis

0
w(hy, hy) = u(hl,hQ)—u(o,hQ)=h16—Z<91(h17h2)h1,h2)

5] 0
= M <a£(a1 + 61(h1, ho)hy, a2 + hg) — 5‘75;(&1 + 01(h1, ho)ha, a2)>

2

0
= hlh?(%afy(al + 61(h1, ho)hi, ag + 02(h1, ha)he)



De méme,
ov
w(hi,h2) = wv(hi,ha) —v(h1,0) = h2a*y(h1,93(h1,h2)h2)
0 0
= hy <a§(a1 + hy,az + 63(h1, he)hg) — 873{(&1’&2 + 65(h1, h2)h2)>
= b L () 0u(hn ha)ha, as + O3(ha ha)o)
= Mhag 5 (a1 04, ho)ha, az o O5(f, a)hz

ou les 6; sont des fonctions qui tendent vers 0 avec h. On laisse h — 0 (hy, he # 0) et

la formule s’ensuit. O

Exercice : Etudier la continuité des 2emes dérivées et la conclusion du lemme de

Schwarz pour la fonction

zy(z2—y>2
f(l' y) _ ya(cTyéy) pour (-’L',y) 7é (O7O>
’ 0 pour (z,) = (0,0)

Par récurrence, pour z € U, on définit D" f(x) € L"(R", RP), par D" f(x) := D(D" "1 f)(z).
On dit que f : U — RP est (de classe) C" si toutes les dérivées jusqu’a l'ordre r existent
et sont continues, ce qui revient au fait que toutes les dérivées partielles jusqua ’ordre

r sont continues. Si f est C” pour tout r = 1,2,... on dit que f est C°.
Exemple. Soit f : R — R définie par f(z) = z7/3. Alors

f/({L’) _ %1,4/3, f”({L’) _ %le/?)7 f”'(x) _ %$—2/3
On voit alors que f est une fonction C? mais pas C3.

Formule de Taylor-Young). Soit U C R”™ ouvert et soit f : U — RP de classe C"*!.

On suppose que le segment droit [z,z + h] C U. Alors

Fla+h) = f(2) + D)) + D F() () -+ D" @)y )+ Rz, h)

ou le reste R(x, h) est o(||h||"). Explicitement

149 _ ~\r
R(x,h) = (/0 174<)DT+1f(x + ch)dg> (h,h,...,h)

r+1
Si on n’est par concerné par I'expression explicite du reste, on peut affirmé que si f
est r fois dérivable en x (toutes les dérivées jusqu’a l'ordre r existent), alors on a la

formule de Taylor-Lagrange:

Pl h) = F(@)+ DF@)(h) + o D F@)(h, )+ -+ D7 (@)oo 1) + o))

T



Les premiers termes s’expriment :

of of - o*f
h) = h -+ by =N hih,
fo+ ) = @)+l g(@) + o4 g (o) 4 2 1 Gy )+
S
noter que f = : et que cette expression est valable pour chaque composante
A f i labl h
o

fr de f). Bien evidemment, si f :Ja,b[— R, on obtient la formule de Taylor-Lagrange

pour un fonction d’une variable réelle.

Points critiques. Soit f : U — RP (U C R"™ ouvert) une application dérivable en chaque

point z € U. On dit que a € U est un point critique (ou singulier) si Df(a) : R™ — RP
n’est pas de rang maximal (= min{n,p}). Dans la suite, on va supposer que p = 1 et
que f est une fonction. Dans ce cas, a est un point critique si D f(a) = 0, ce qui revient
au fait que %(a) =0pourtouti=1,...,n

Un point a € U est un mazimum local pour f s’il existe un voisinage V C U de a
tel que f(x) < f(a) pour tout x € V ; on dit que le maximum local est strict si
f(z) < f(a) pour tout x € V, = # a. On a des définitions analogues pour minimum
local et minimum local strict. Le point a € U s’appelle un mazimum global pour f
si f(x) < f(a) pour tout z € U, et un mazimum global strict si f(z) < f(a) pour
tout x € U, x # a. Un point maximal ou minimal s’appelle un point extremal, ou un
extremum.

On voit que si f est dérivable en un maximum local a € U, alors Df(a) = 0,
c'est & dire a est un point critique (on raisonne par l’absurde : si Df(a) # 0, on a
fla+h) = f(a) + Df(a)h+ o||hl])...).

Un point critique qui est ni un maximum local ni un minimum local s’appelle un point
de selle.

Pour trouver les extrema d’une fonction f : U — R dérivable, on calcule d’abord
les points a € U ou Df(a) = 0 (les dérivées partielles s’annullent), puis on étudie le

prochaine terme non-nul dans le développement de Taylor-Lagrange :
flath) = )+ 2 3 hiby=2S (@ ollnl)
7]7

Il s’ensuit que si au moins une dérivée d’ordre 2 est non-nulle en a, la nature du point

critique dépend de la forme quadratique: Q(h) = h*Hf(a)h, ot Hy(a) est la matrice
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hessienne :
32 82 82
3I1f2 (a) 8%1({%2 (G) U 8x18fmn (CL)
o f 2f o2 f
H¢(a) := 8:1:269';1 (@) dxp? (@) - amam.n (a)
0?2 02 52
anafm (a’) 8zn8fx2 (a) e axf2 (a)

Si f est de classe C?, cette matrice est symétrique et on peut appliquer la théorie des
formes quadratiques :

e si les valeurs propres de Hy(a) sont toutes strictement positives, alors a est un mini-
mum local strict ;

e si les valeurs propres de Hy(a) sont toutes > 0, alors a est un minimum local ;

e si les valeurs propres de Hy(a) sont toutes strictement negatives, alors a est un
maximum local strict ;

e si les valeurs propres de Hy(a) sont toutes < 0, alors a est un maximum local ;

e si les valeurs propres de Hy(a) ont des valeurs negatives et positives, alors a est un
point de selle.

Remarque : Si det Hy(a) # 0 alors toutes les valeurs propres sont non-nulles.

Lorsque n = 2, I’étude devient assez simple. En écrivant f;; = 0%f/ O0z;0x;, on a (pour

hs # 0)

hH(a)h = hi®fii(a) + 2hihafi2(a) + ha? fas(a)

= ho? (2 f11(a) + 2tfia(a) + for(a))

ot t = hy/hy. Alors la fonction t — t2 f11(a) + 2t f12(a) + f22(a) est une quadratique en
t ; elle n’a aucune racine réelle ssi le discriminant 4(f12(a)? — f11(a) fa2(a)) < 0, c’est
a dire ssi det H¢(a) > 0. Dans ce cas, la fonction est toujours positive si fi1(a) > 0
(ou faa(a) > 0) (a est un minimum strict), ou négative si fi1(a) < 0 (ou faa(a) < 0)
(a est un maximum strict). Si det H¢(a) = 0 et au moins une des 2emes dérivées est
non-nulles, alors il y a une racine réelle unique, et on a soit un maximum ou minumim
non-strict. Si det H¢(a) < 0, le point critique a est un point de selle. Pour resumer :

e det Hf(a) > 0 = point extremal ; soit un minimum (f11(a) > 0), soit un maximum

(fin <0);
e det H¢(a) < 0 = point de selle.

Exemples : 1. Soit f(a1,...,2,) = 212 + -+ + x,2. Alors l'origine x = 0 est un point
critique. Puisque Hf(0) = diag(2,2,...,2) est positive définie, on voit qu'il s’agit un

minimum local.
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2. Soit f(z,y) = 2y — 2z — 2y. Alors f, = 22y — 2 et f, = 22 — 1. On voit que les

points critiques sont (1,1) et (=1, —1). La matrice hessienne est donnée par

2y 2z
Hy(z,y) =
2¢ 0
Quelque soit x # 0, on voit que Hy(x,y) = —22% < 0, d’ott les deux points critiques

sont des points de selle.
3. Soit f(x,y,2) = %(xQ +1y? + 2% — 2zy — 222 — 2yz). On voit que le seul point critique

est Porigine (exercice). La matrice hessienne est donnée par

1 -1 -1
Hip=| -1 1 -1
-1 -1 1

dont le déterminant est —4. Il est possible que soit toutes les valeurs propres sont
négatives (maximum), soit deux sont positives et une est négative (point de selle). On

calcule les valeurs propres :

det -1 1-Xx -1 =1-MNA=2)(A+2)
-1 -1 1-A

d’ou les valeurs propres sont 1,2 et 2. Il s’ensuit que l'origine est un point de selle.
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