Analyse dans R"
Chapitre no. 2, Calcul différentiel

On suppose U C R" un ouvert. Soient f,g: U — RP deux applications continues. On

dit que f et g sont tangentes en a € U si

1£(z) = 9@l _ o

ce qui implique bien evidemment que f(a) = g(a). D’apres l'inégalité triangulaire :

| f(x) = h(2)]] < ||f(x) —g(x)]|+||g(x) — h(z)]|], si f, g sont tangentes en a, et g, h sont
tangentes en a, alors f, h sont tangentes en a.

Parmi les applications tangentes & f en a, il exite au plus une de la forme x — f(a)+u(z—a)

avec u linéaire :

Preuve : Supposons que existe deux telles applications x — f(a) + ui(z — a) et

x — f(a) + uz2(x — a). 11 s’ensuit que l'application linéare v = u; — ug vérifie

lim
y—0,57#0  |[y]]

Mais dans ce cas v = 0, car, donné ¢ > 0, il existe r > 0 tel que ||y|| < r = [[v(y)|] < ]|y
Puisque v est linéaire, on voit que cette inégalité est vérifié pour tout = # 0 (on pose
y = rx/||z||). Puisque ¢ est arbitraire, on voit que v(x) = 0 pour tout = (il suffit de

supposer que ||z|| = 1). O

On dit qu’une application f : U — RP est différentiable en a € U s’il existe une
application linéaire u : R™ — RP telle que © — f(a) + u(z — a) est tangente a f en a.
On vient de voir qu'une telle application est unique ; elle s’appelle la dérivée de f en

a, et s’écrit D f(a) (ou f’(a)). La dérivée de f est caractérisée par la propriété :

f(z) = fla)+Df(a)(x—a)+[|z—allp(z—a) ou flat+h)= f(a)+Df(a)(h)+[|hllp(h)

pour z assez proche de a (h assez petit), ou limy_,o ¢(h) = 0.
On remarque que si la dérivée existe en a, alors f(z) — f(a) lorsque x — a, d’ou, f

est continue en a.

Cas particuliers : 1. Soit f :]a,b[— R et soit x €]a,b| . Sila dérivée existe en z, alors

Df(z) = f'(z) ou

o)t L) = @)

h—0 h

2. Si f: R™ — RP est constante, alors D f(a) = 0 pour tout a € R".
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3. Soit f: U — R, avec U un ouvert dans R" et soit a = (a1,as2,...,a,) € U. On
suppose R™ muni des coordonnées cartesiennes (z1,2,...,x,). Si elles existent, les

dérivées partielles de f en a, sont définies par

ﬁ(a) ~ im f(al,...aj,l,aj+hj,aj+1,...,an)—f(al,...,an)

ﬁx] hjﬁo h‘]
pour chaque j =1,...,n. (On fixe a1, ag,...,aj-1,aj41,...,a, et on prend la dérivée
da la fonction réelle t — f(ai,...,aj-1,t,aj41,...,a,) en t = a;.)

On voit alors que si la dérivée de f existe en a, pour h assez petit,

Flath) = F@)+ 2@+ (@ 1 pllo(h)
1 In

ou h = (hy,...,hy) € R" et limy_,gp(h) = 0. Il s’ensuit que la dérivée de f est

Papplication linéaire Df(a) : R™ — R donnée par la 1 x n—matrice (agissant sur les

(gfl(a), L %(@)

4. Si f : R™ — RP est linéaire, alors Df(a) = f pour tout a € R"™. En effet
fla+h) — f(a) = f(h) et f est déja linéaire.

vecteurs colonnes h € R")

5. 81 f: U — RP x R? (U C R™ ouvert) et on écrit f = (f1, fo) ou f1 : U — RP et
fo: U — R4, alors, pour a € U, on a Df(a) : R™ — R? x R? l'application linéaire

donnée par D f(a) = (D fi(a), D fa(a). Sion écrit les vecteurs comme vecteurs colonnes,

f1
.y . f2
on en déduit du cas 3 que, pour une application f = ] : U — R? (U ouvert dans
o
R"), la dérivée est lapplication linéaire de matrice
0 0 0,
B @ - G
0 0 0,
P k@ - P
0 0 0
(@) gala) o 5

Cette matrice s’appelle la matrice jacobienne de f en a. Elle représente ’application

linéaire D f(a) dans les coordonnées données, dans ce cas, les coordonnées cartesiennes.
D(flana" . 3fp)
D(x1,x9,...,2,)
ordonnées par rapport auxquelles on prend les dérivées. Sin = p, la quantité det J¢(a)

si on veut indiquer explicitment les co-

On la note par J¢(a) ou par

s’appelle le jacobien de f en a. Il intervient dans la formule de changement de variables

dans un intégrale a plusieurs variables.



3
Dérivée suivant le vecteur X. Soit f : U — R (U C R" ouvert) une fonction

différentiable en a € U et soit X € R". La fonction ¢(t) = f(a + tX) est définie

pour t assez petit et vérifie :

Lt = 9(0) = DF@)(EX) . fla+1X) ~ fa) = Df(@)(tX) _
t—0 [t X t—0 [t X

(on pose h = tX dans la définition de dérvée), donc

o #(1) = 9(0) = tDF(@)(X)

=0
t—0 |t|

et ¢ est dérivable en t = 0 avec dérivée ¢'(0) = Df(a)(X). On dit que Df(a)(X)
est la dérivée de f en a suivant le vecteur X. 1l s’ensuit que les dérivées partielles
0f/0xi(a) = Df(a)(e;) sont les dérivées de f suivant les vecteurs e; = (0,...,0,1,0,...,0)

(avec 1 dans la i’ieme place).

Il s’ensuit qu’une condition nécessaire pour que f soit différentiable en a est que ses

0
dérivées partielles existent. Pourtant l'existence des n dérivées partielles 8f (a) ne
X

suffit pas pour assurer la différentiabilité de f. Par exemple, soit f : R?> — R définie

par
ry
fla,y) = pour (z,y) # (0,0) et f(0,0)=0
z2 + y?

Puisque f se réduit a la constante nulle sur les axes des coordonnées, elle vérifie donc
of of
—(0,0) = =—(0,0) =0.
5 (0.0)= 5 (0.0)

Si cette fonction était différentiable a I’'origine, sa différentielle en ce points serait nulle,

et par définition de dérivée, le rapport

flz,y) — xy

V2 + 12 2+ y?

tendrait vers zéro a l'origine, ce qui n’est manifestement pas le cas. Donc f n’est pas

différentiable a I'origine. Cependant elle admet non seulement des dérivées partielles,

mais aussi les dérivées suivant toutes les directions.

Exercice : (a) Soit f : R? — R définie par

T2

flz,y) = 5 pour (z,y) # (0,0) et f(0,0)=0.

24y
Montrer que pour tout x,y € R?, la limite

i J@tty) = (@)

t—0,t£0 t

= g(l’, y)

existe, mais que y — ¢(0,y) n’est pas linéaire et donc f n’est pas différentiable au point

(0,0).
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(b) Soit f définie par

3
Ty
f(x,y) = 47— pour (x,y) # (0,0) etf(0,0)=0.
=4y
Montrer que la limite g(z,y) existe pour tout z et y, et que y — g(x,y) est linéaire
pour tout z € R2, mais que f n’est pas différentiable en (0,0) (on considere les points

(x,7) tels que y = ?).

Loi de la dérivée d’une application composée. On suppose que f : U — RP (U ouvert

dans R") et g : V. — R? (V ouvert dans RP) avec f(U) C V. On peut définir

Papplication composée h = g o f définie par h(xz) = g(f(x)) pour tout = € U. Alors, si
f est dérivable en a € U et g est dérivable en b = f(a), il s’ensuit que h est dérivable

en a avec dérivée
Dh(a) = Dg(f(a)) o Df(a)
ou la partie droite est la composée des application linéaire (en termes des matrices

jacobiennes, il s’agit de multiplication des matrices).

Preuve : Par hypothese, donné ¢ avec 0 < € < 1, il existe § > 0 tel que pour ||h|| < §

et ||k|| <d ona
fla+h) = f(a)+Df(a)(h) + o01(h)
glb+k) = g(b) + Dg(b)(k) + 0a(k)

avec ||lo1(h)|| < €l|h]| et ||o2(k)|| < ¢||k||. D’autre part, puisque la dérivée est une

application linéaire, il existe des constantes A, B tels que, quel que soit h et k, on a
IDf(a)(h)[| < A[[h[] et [|Dg(b)(F)[| < Bl[K]]
(on peut prendre A = max{||Df(a)(h)|| : ||h|| = 1}, par exemple). Il s’ensuit que
1D f(a)(h) + o1 (h)]| < (A+ D[R]
pour tout ||h|| < 6, d’ou, pour ||h|| <d/(A+ 1), on a
[lo2(Df(a)(h) + o1 (R)[| < (A+D)el|nl] et [[Dg(b)(or(h))]| < Bellhll
On peut alors écrire
ha+h) = g(b+ Df(a)(h) + o1(h)) = g(b) + Dg(b)(Df(a)(h)) + 03(h)

avec
lloa(h) < (A+ B+ 1)el[n]]

ce qui démontre la formule. a
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Exemples : 1. Soit f :|a,b[—]c,d[ et g :]c, d[— R deux fonctions différentiables ; alors
(go f)(z) =g'(f(x)f(x).

2. Soit t — (x(t),y(t)) une courbe dans R? et soit f : R> — R une fonction (les deux
différentiables). On peut former la fonction composée : ¢ — f(z(t),y(t)). En termes

de matrices jacobiennes, on a

x’(to) _ %x/+g

/
= Y
vt ) 00

@O0ty = (%) y00) Falto). uito)) )

Dans le cas ou t — (z(t),y(t)) est un niveau de f : f(z(t),y(t)) = ¢ constante, alors

(d/dt) f(x(t),y(t)) = 0, ce qui traduit au fait que

Gradient. Un champ de vecteurs est une correspondence qui a tout point z d’un
domaine U C R"™ associe un vecteur : & — 9(x). Le gradient est un cas particulier
d’un champ de vecteurs : si f : U — R est différentiable en tout point z € U C R",

alors son gradient est défini par

grad f(x) := ﬁf(x) = 8962'

)
%@)

On a vu ci-dessus que le gradient est orthogonal aux niveaux de f ; il est dirigé dans

le sens de plus grande croissance de f.

Exercice : (gradient et dérivée suivant la direction X) : Montre que pour une fonction
différentiable f : U — R (U C R" ouvert), on a la relation suivante entre la dérivée

suivant la direction X et le gradient :
Df(a)(X) = grad f(a) - X
ol, dans la partie droite, le produit s’agit du produit scalaire entre vecteurs.

3. Soit f = (fi,fo,f3): U = R3 (UCR?)etg=(g91,92) : V— R? (V C R3 avec

f(U) c V). En termes de matrices jacobiennes, on a

S B

71 ) 991 (b) 9g1 (b) %(b)
. 9 9 . 0 dy oy
H@=| @ @ | e A= o an o am g
. 0 ] Oyn
gﬁ (a) gg (a) Y1 Y2 Y



ou (x1,x2) sont les coordonnées du domaine de f, (y1,y2,¥ys3) les coordonnées du do-
maine de g et b = f(a). L’application composée h = gof : U — R? est alors représentée

par la matrice jacobienne :

S Ha@

991 991 991 Ox1 Ox2

Jn(a) = o) 5,0 5, () 92 (g) 2L2(g)
992 ) g2 b) 9g2 b) 0x1 Oxo
8y1 8?!2 ayn

@ @

o0x1 0o

Théoréme : Soit f un homéomorphisme (bijection continue) d’un ouvert U de R"
dans un ouvert V' de R", et soit g ’homéomorphisme inverse. On suppose que f est
différentiable au point a et que Df(a) : R™ — R™ est un isomorphisme linéaire ; alors
g est différentiable au point b = f(a) et Dg(b) est 'application inverse de Df(a) :
Dg(f(a)) = (Df(a))~! (voir ci-dessus : Théoréme de I'application inverse).

Théoréme des accroissements finis. On se rappelle, que pour une fonction f : [a,b] — R,

continue sur l'intervalle fermé [a,b] et dérivable sur 'intervalle ouvert ]a, b, il existe

¢ € la, b] vérifiant

f(b) = f(a)

2 e

ce qui implique, bien evidemment, que si | f'(x)| < M pour tout z €]a, b[, on a I'inégalité
|f(b) = f(a)| < M|b—q

Soit f : U — R différentiable (U C R™ ouvert) et supposons que a,b € U sont
deux points tels que le segment droit [a,b] = {(1 — t)a +tb : 0 < t <} soit contenu
dans U. On peut alors appliquer la formule des accroissments finis a la fonction réelle
g(t) = f((1—t)a+tb) définie sur I'intervalle [0, 1], pour en déduire que g(1)—g(0) = ¢'(s)
pour 0 < s < 1. Mais g(1) = f(y), g(0) = f(z) et ¢'(s) = Df((1 — s)a + sb)(b — a),

d’ou
f(y) — f(z) = Df((1 - s)a+ sb)(b—a) =grad f((1 — s)a+ sb) - (b—a)

En appliquant 'inégalité de Cauchy-Schwarz a la partie droite on en déduit que

[f(y) = fy)| < Jnax, IDF (| < |z =yl

)

ou la norme sur la dérivée est donnée par [[Df(c)|| = supjy =1 [[Df(c)(v)[|. Cette

formule se généralise aux applications f: R" — RP :

1/ (y) = f(y)]] < max
cElz,y

[Df()l < [lz =yl
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Théoreme de 'application inverse. Ce théoréme affirme que si la dérivée en un point

est un isomorphisme (linéaire) alors ’application est un homéomorphsme dans un voisi-
nage de ce point. Ce résultat est important plus tard pour montrer 'existence d’une

application implicite. Pour le montrer il nous faut d’abord un résultat preliminaire.

Théoreme du point fixe : Soit (X, d) un espace métrique complet (on peut penser a la

boule unitée fermée munie de sa norme euclidienne) et soit ¢ : X — X une application
contractante non-constante, c’est a dire il existe un nombre k €]0, 1] tel que pour tout

r,y € X on a:
d(p(), o(y)) < kd(z,y).

Alors, il existe un point unique z* € X tel que p(z*) = 2* (un point fixe).

Preuve : Soit 9 € X quelconque. On définit une suite (z,) en posant z, = @(zp_1).

Par récurrence on voit que
d(@nt1, ) < K"d(z1,20) -

Il s’ensuit que (z,) est une suite de Cauchy. En effet, soit m,n € N tels que m > n :

IN

d(ﬁ/)m, l’n) d(l'ma ijfl) + d(l‘mfly xmf2) +--+ d(l'nJrla mn)

< (k‘m_l + km_Q —+ -+ kn)d(l'l, .7}0)
m—n—1 00
: , 1
= k"d I K" S =Ek" —
(z1,x0) Z K <k d(ml,xo)Zk k d($1,$0)<1k>
7=0 7=0
Quel que soit € > 0, on peut trouver N tel que
1—
d(.iEl,.IO)

Pour m,n > N on a

(T, Tn) < k"d(z1, 20) <1ik> <e

Puisque la suite est de Cauchy, par la complétitude de X il existe une limite z* € X

ce qui nous donne le point fixe :

2t = lim 2, = lim p(zp-1) = @ lim z,1) = p(z7)

ou on a inverser la limite et ¢ par la continuité de ¢, qui s’ensuit du fait qu’elle est une
application contractante.

Le point z* est unique, sinon, si y* est un autre point fixe, on aurait

0 < d(p(z*), p(y") = d(z*,y*) > kd(z*,y*),

une contradiction. O
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Application de classe C1. Soit f : U — RP (U C R™ ouvert) différentiable en tout

point de U. Alors pour tout x € U sa dérivée D f(x) est un élément de L(R"™, RP),
I’espace des applications linéaires de R™ dans RP. Cet espace admet des normes définies
dans le chapitre 1 (toutes équivalentes). On peut alors parler de la continuité de
Df : U — L(R",RP). Si cette application est continue, on dit que f est de classe
C'. En termes des coordonnées canoniques, si on représente la dérivée par sa matrice

jacobienne, f est de classe C! si et seulement si ses dérivées partielles sont continues.

Théoréme (de I'application inverse). Soit U C R™ ouvert et soit 29 € U. On suppose
que f : U — R™ est de classe C! et que Df(xq) est inversible. Alors il existe des
voisinages V. C U et W C R" de zp et f(zg) respectivement, et une application

g: W — V de classe C1, tels que :
flw) =y et g(f(z)) =z, VeeVVyeW.
En plus Dg(f(x)) = (Df(x))~".

Preuve : Quitte & remplacer x par = — zg, f(z) par f(x) — f(xg) et f(x) par
(Df(0))~! f(z), on peut supposer que xg = 0, f(0) = 0 et Df(0) = I (I'application iden-
tité). Soit ¥(x) = x — f(z). Clairement 1 est de classe C! et Dy(0) = 0 (application

nulle). II s’ensuite qu’il existe § > 0 tel que

(1) |zl <& = ||Dy(2)]] <

| =

(on applique le fait que 1 est de classe C1).

Par le théoréme des accroissements finis :

| s

(2) |zl <6 = |[¥()]] ch3§]||D¢(C)|l|\$|l <
Soit y € R avec ||y|| < §/2 et soit
py(x) =v(@)+y=2—fz)+y.
Par I’équation (2)
lzll <0 = ley(@)Il = llz = f(@) +yll < lz = f@)]+ [yl <.

Par la continuité de ¢, on peut affirmer que ¢, : B(0,6) — B(0,6). En appliquant

encore 'inégalité des accroissements finis, pour tout x1,x9 € B(0,0)

oy (1) = py(@2)[] = [[9(21) — P(22)]] < %Hxl — |



Il s’ensuit que ¢, est une application contractante et par le théoreme du point ﬁxe?
il présente un point fixe unique, disons z, € B(0,0), d’ot, il existe un unique point
z, € B(0,9) tel que

flzy) =y.
Puisque ||y|| < ¢/2, on a =, € B(0,0).
Définissons W = B(0,3), V = fL(W) N B(0,8) et g : W — V par g(y) = .
Clairement (f o g)(y) =y et (go f)(z) =2 Yo € V Yy € W. On montre que g € C.
g est continue : Donné ¢ >, soient y, z € W tels que ||y — z|| < /2. On pose u = g(y)

et v = g(z). Alors

how) ~ @)l < gl —oll = 11f(w) ~ f0) — (w=0)l| < 5llu—ol
= Jfu—oll < 201f) ~ @)l = llgly) — g <2y =) <

g différentiable : Soit y € W et soit 2 = g(y). On montre que Dg(y) = (Df(x))~L.
Ecrivons A pour Df(x). Puique W ouvert, on peut supposer k assez petit que

y+keW. Posons g(y + k) =x+h=h=g(y+k)—g(y). Il nous faut

_ _p-1
9y + k) —gly) — A"k — 0 lorsque kK — 0

1]
A(g(y—l-k‘)’k—ug(y)) AN lorsque £k — 0
& Ah—k _ Ah=(flz+h) = f(z)) — 0 lorsque k — 0
I 1|
_flz+h) ||—hﬁ($)_Ah x HZH — 0 lorsque k — 0

Puisque ||h|| < 2||k||, la limite de la derniere ligne est bien zéro, d’ou g est différentiable
et Dg(y) = (Df(g(y)))~!. En plus Dg est la composée Dg = ioD fog o1 i est inversion.

Il s’ensuit que Dg est continue et que g € C*. |
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