M1 Variable complexe — Feuille de TD 7 — Paul Baird

85. Fonctions elliptiques

1. Etudier la continuation unique de la fonction holomorphe f (2) = V22 — 1 le long du
cercle |z| = 2. Montrer que f(z) détermine deux fonctions holomorphes dans le plan
privé du segement droit joignant —1 a 1.

Montrer que la fonction f(z) = \/(z —a)(z —b) (a,b € C, a # b) peut étre prolonger
en une fonction holomorphe dans le plan privé du segement droit joignant a a b des

qu’on connait sa valeur en un point.

2. Montrer que l'aire d’'un parallélogramme avec cotés z; et 2o est donnée par

ITm (2173)].

3. Montrer que la dérivée d’une fonction elliptique est elliptique avec les mémes

périodes.

4. Soit p(z) la fonction de Weierstrass définie par la somme

1 1 1
p(z) = 22 + (m’n)z#(om ((z + mwy + nws)? B (mwy + nw2)2>

pour wi,wy € C, wy/wy € R.
(i) Montrer que p(z) = p(z + mw1 + nwz) pour tout m,n € Z et que p(z) = p(—=2) ;
c’est a dire p(z) est doublement périodique et paire.

On considere son développement en série de Laurent autour du point z =0 :
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(ii) Montrer que

(iii) En déduire que
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On définit go et go de telle facon que
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(iv) Montrer que
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(v) Montrer que
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en déduire que ©'(z) est une fonction impaire.

(vi) Montrer que
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(vii) Montrer que

¢'(2)* — 49(2) + g200(2) + g5 = O(2*)
et en déduire que

¢(2)? — 4p(2)® + gap(2) + g3 = 0.
(penser au théoreme de Liouville).
5. Montrer que
0(z92,93) = p’p (uz; =, )

et en particulier que

©(2;92,93) = —p(iz; g2, —93) -



