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Feuille 5 - Inégalité de Caucy-Schwarz

Si f, g sont deux fonctions à valeurs réelles ou complexes intégrables sur l’intervalle [a, b],
elles vérifient l’inégalité de Cauchy-Schwarz :∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣2 6

(∫ b

a

|f(x)|2dx
)(∫ b

a

|g(x)|2dx
)

De plus, si f et g sont continues, l’inégalité se transforme en égalité que si on a f = 0 ou s’il
existe une constante complexe k telle que l’on ait g(x) = kf(x) pour tout x ∈ [a, b].

Exercice I : (a) Soient p, q réels > 0 vérifiant
1

p
+

1

q
= 1. Déterminer le minimum de la

fonction

f : R∗
+ → R, t 7→ tp

p
+
t−q

q
.

En déduire que pour tous a, b ∈ C, on a

|ab| 6 |a|
p

p
+
|b|q

q
.

(b) On désigne par a1, a2, . . . , an; b1, . . . , bn, 2n nombres réels ou complexes ; et on pose

α =

(
n∑

i=1

|ai|p
)1/p

, β =

(
n∑

i=1

|bi|q
)1/q

.

Montrer à l’aide du (a) que pour tout i = 1, 2, . . . , n on a :

|aibi|
αβ

6
|ai|p

pαp
+
|bi|q

qβq
.

(c) Soient f, g deux fonctions numériques intégrables sur l’intervalle [a, b]. On pose mainte-
nant

α =

(∫ b

a

|f(x)|pdx
)1/p

, β =

(∫ b

a

|g(x)|q
)1/q

.

Montrer que pour tout x ∈]a, b[ on a

|f(x)g(x)|
αβ

6
|f(x)|p

pαp
+
|g(x)|q

qβq
.

(d) En déduire l’inégalité de Hölder :∣∣∣∣∫ b

a

f(x)g(x) dx

∣∣∣∣ 6 (∫ b

a

|f(x)|2dx
)1/p(∫ b

a

|g(x)|2dx
)1/q



Exercice II : Soit f : [a, b]→ R strictement positive intégrable. Montrer que∫ b

a

f(t) dt

∫ b

a

dt

f(t)
> (b− a)2.

Etudier les cas d’égalité.

Exercice III : Soit f : [0, 1] → R continue et positive. On pose In =
∫ 1

0
tnf(t) dt. Montrer

que
In+p

2 6 I2nI2p .


