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Feuille 3 - Fonction de Riemann, intégrale de Riemann — suite

Exercice I :Les fonction f suivantes sont-elles intégrables au sens de Riemann ?
1) f:]0,3] — R définie par f(t) = [t] ou [t] désigne la partie entiere de t.
2) f:]0,1] — R définie par

Exercice II : Soit f la fonction définie sur [0, 2] par

) = 1 sio<xe<l
] -2 sil<z<?2

1. Calculer, pour tout z € [0, 2], l'intégrale F(z) = [ f(t)dt.
2. La fonction F@QJ0,2] — R est-ell continue sur [0, 2].
3. F est-elle dérivable sur [0,2]? Calculer sa dérivée.

Exercice III : Soit a un réel différent de +1.
1. Montrer que, pour tout réel z, on a 1 — 2a cos(z) + a® > 0.
2. Soit n un entier n > 2. Montrer que
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;i[l (1 — 2a.cos (%Tﬂ) + aQ) = (a" —1)?.

4. En utilisant les sommes de Riemann, calculer

3. En déduire que :

2m
I= / In(1 — 2a cos(z) + a?) dx .
0

Exercice IV : Soit x un réel strictement positif.
1. Montrer que

2. En déduire, pour tout x > 0, la relation

/ edt =e* — 1.
0



Exercice V : Déterminer les primitives des fonctions suivantes en indiquant soigneusement
leurs ensembles de définition :

In®(z)

(a) , o €R (b) (sinx)e”.

Exercice VI : Calculer les intégrales suivantes :

1 w/4
I= / t* arctan(t) dt J = / cos(t) In(1 4+ cost) dt
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Exercice VII : (plus difficile) On pose I,, = fOW/Q(sin x)"dz.

. Calculer Ij et I.

. Montrer que la suite (/) converge.

. Etablir une formule de récurrence entre I,, et I,,_o.

. Montrer que le produit (n + 1)1, 1,41 est constant.

. Calculer lim,,_,o0 1,,, lim,, o0 %, et limy, 00 /72 I,

. Calculer Iy, et I5,.1 sous forme de produit et en déduire une suite de rationnels conver-

geant vers 7.

DO W N~

Exercice VIII : Pour n € N, on pose I, = [, (1 —t*)"dt.
1. Etablir une relation de récurrence entre I, et I,,.1.
2. Calculer I,.

o — (1) ( n )
3. En déduire la valeur de la somme 5 .
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