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Feuille 7 - dérivées suite : fonctions convexes, reciproques

Rappels : Une fonction f :|a,b[— R est convexe si Va1, x5 €la,bl et YA ER, 0 <A< 1on
a

JIL =M1+ Azg) < (1= A)f(1) + Af(22)
La fonction est concave si I'inégalité ci-dessus est inversé.

e Soit f :]a,b[— R dérivable. Alors f est convexe (concave) ssi en tout point de |a,b|
son graphe est au-dessus (en-dessous) de la droite tangente en ce point. Si f est deux fois
dérivable, elle est convexe (concave) ssi f”(x) > 0 (f"(z) < 0) en tout point.

e Soit f : I — J bijective (injective et surjective) alors sa reciproque f~!: J — I est définie
par f(x) =y < x = f~'(y). Le graphe de la fonction reciproque se déduit du graphe de f
par une réflexion dans la droite z = y.

e Sif:I— J(I,J CR des intervalles ouverts) est dérivable, alors f~! est dérivable avec
dérivée

Exercice I : Trouver les intervalles dans lesquelles les fonctions suivantes sont convexes et

concaves .
2

(a) 22° + 32 — 122 +2, (b) cosz, (c)e” % (d) xlnx.

Exercice II : Soit f: R — R la fonction f(z) = 2* — 1. Soit I C R le plus grand intervalle
contenant le point x = 1 sur lequel f est injective. Calculer I puis expliciter le fonction
reciproque définie sur f(I). Calculer (f~1)(y) pour tout y € f(I).

Exercice III : Soit f: R — R la fonction f(z) = 223 4+ 322 — 122 + 2. Soit I C R le plus
grand intervalle contenant le point x = 2 sur lequel f est injective. Trouver I et calculer

f(2). Calculer (f~1)(6).

Exercice IV : Soit f : I — R une fonction continue strictement décroissante convexe.
Etudier la convexité de la fonction f~' : f(I) — I (appliquer la lére définition de convexité).

Exercice V : Soit f : R — R une fonction convexe.
(a) On suppose que f est majorée, montrer que f est constante.
(b) Le résultat est-il encore vrai pour f : [0, 4+o0[— R?

Exercice VI : Trouver des intervalles de bijection pour les fonctions cosx et tanx, puis
calculer les dérivées des fonctions reciproques arccosy et arctan y.



