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Feuille 8 - Espaces L?
Rappel : Etant donné un espace mesuré (2,3, i), on note pour 1 < p < +00,

Lr(Q,u) = {f:Q— R mesurable: ||f]||, < oo}, avechHp:(fQ]f]pdu)l/p
Lo p) = {f:Q— Rmesurable: ||f||e < 00}, avec ||f||loc =Inf{M > 0:|f| <M pn

On définit les espaces LP(£2, u) comme les espaces vectoriels quotients de L£P(€2, u) par la
relation d’équivalence f ~g< f =g pu— pp.

Exercice I : a) Pour quel p > 0 est-ce-que la fonctions f(x) = x'/7 appartient & L?([0, 1], \) ?
b) Pour quel p > 0 est-ce-que la fonction /7 appartient a LP([1, 00[, \) ?
c) Pour quel p > 0 est-ce-que la fonction f(z) = e~ appartient a LP([0,00[, ) ?

Exercice II : Soit (X, .4, 1) un espace mesuré.

a) Soient f et g deux fonctions mesurables positives de X dans [0, co] telles que fg > 1.
Montrer que [y fdu [ gdp > p(X)?

b) On suppose qu'il existe une fonction intégrable f : X — R* telle que 1/f soit
intégrable. Que peut-on dire de la mesure 7

Exercice III : a) Montrer que pour tout r > 1 et pour tous z, y réels positifs, |[z"—y"| < r|z—
yl(x +y)

b) Soit p > 1 et soit (f,,) une suite de fonctions positives qui converge vers f dans LP(R.).
Montrer que Vr € [1,p], la suite (f7) converge vers f” dans LP/"(R,).

Exercice IV : Soit (X, A, u) un espace mesuré, f € L' (X, u) et (f,)n>1 une suite de
LY(X, p) telle que lim, o0 [y fudp = [, fdpu.

a) Montrer que si les fonctions f, sont positives et si la suite (f,) converge presque
partout vers f, alors (f,) converge vers f dans L'(X,u) (indication : on pourra considérer

gn = min(f, fn) = %(f + fn - |f - fn|))
b) Soit f, € L'(R, B, \) définie par f,, = nlljg1/n; — nlj_1/5,0[. Montrer que (f,) converge
vers 0 et que lim, o [ f,d\ = 0. La suite (f,) converge-t-elle vers 0 dans L? pour p > 17

Exercice V : Soit (X,.A, ) un espace mesuré, p €]1,+o00[,q = p/(p — 1). On dit que la
suite (fn)n>1 de LP(X, p) converge faiblement vers f € LP(X, u) si, pour tout g € LY(X, u),

lim,, o0 [y fugdp = [y fodp.

a) Montrer que la convergence dans LP(X, i) entraine la convergence faible.

— pp}



b) Soit fn(z) = Mjoqp(x)e™ et g € LUX,u). Soit ¢ une fonction C*°(R) telle que

supp(6) C [0,1] (it supp(f) = [ 7 0). Montrer que lmnsup, ., | 2 gla)e™dz| < ;' lg(a)-
é(x)|dx. En déduire que €™ converge faiblement vers 0.

Exercice VI : (L’inégalité de Hardy) Soit p €]1,400[. A toute fonction f € LP(R,) on
associe la fonction F définie sur R par F(x) = = [ f(t)dt.

Tz

a) Montrer que F' est bien définie (inégalité de Holder) .

b) On suppose que f : RY — R, est continue a support compact. Montrer que F
appartient & C1' N LP et que

/0 m F(z)Pdx = —p /0 m v F(x)P ' F'(2)dx

puis que
+o00 P +oo
/ Fayrd = L [ fa)Pa)y—de
0 p—1Jo

¢) En déduire I'inégalité de Hardy :

p
Elp < ——[If]l»-
p—1

Exercice VII : En prenant (X, A, u) = (]0, 1[, B, A), donner un exemple pour lequel la suite
(|| fullp)nenr converge dans R et || f||, < limpep || fnllp- (On pourra traiter séparément les cas
I1<p<ooetp=o0).

Exercice VIII : a) Montrer que si f € LP N L7, 1 < g # p < oo, alors pour tout r entre p
et ¢, on a f € L". Montrer que de plus, si % =2+ 1_70‘, a € [0,1], on a

11 < ARl

Que se passe t’il lorsque p = 00 ?

b) Montrer que si p est une mesure finie, on a L> C N, > ;LP. Montrer par un exemple
que l'on n’a pas égalité en général.

¢) Si p est une mesure finie, montrer que pout tout f, lim, oo || f|l, = [|f]|oo-

Exercice IX : (Lemme de Scheffé) Soient p € [1,00[ et (f,)nen une suite de LP(u) qui
converge p - pp vers une fonction f € LP(u). Montrer 1’équivalence suivante :

dim (1o = fllp = 0 & Tim [1fully = |71l

(Indication : considérer g, = 22(|fu|P + | f|P) = | fn — fIP)-



