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Feuille 6 - Intégrales dépendant d’un parametre

Exercice I : On pose

+o00 eftm
F(t) = / —dz.
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1) Montrer que F' est continue sur R,.

2) Montrer que F est dérivable sur RY et déterminer sa dérivée F".

Exercice II : On pose
“+oo
[(x) := / ettt dt .
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Montrer que I' est définie et convexe sur R7 .

Exercice III : Montrer que la fonction

+00 3
t— F(t) = / PN o—to gy
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est dérivable sur R et calculer sa dérivée.

En déduire qu’il existe une constante C' > 0 telle que, pour tout réel ¢ > 0, on ait
F(t) = C — arctan(t).

En considérant la suite (F'(n))nen+, montrer que C' = 7.

Apres avoir effectué une intégration par parties, montrer que F' est continue sur R, et
en déduire la valeur de I'intégrale :
+o0 o3
sin(x
/ (z) dx .
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Exercice IV : Le but de cet exercice est de prouver que f0+°o e dt = \/TE )

On considere, pour = € R,

—z2(1+t?)

F(x):= (/090 e_tht>2 et G(z):= /01 elvdt.

1) Montrer que F' et G sont des fonctions dérivables sur R et déterminer leur dérivée.
2) En déduire la valeur de (F' + G)(z) pour tout réel x.
)
)

3) Par des majorations simples, montrer que lim G(z) =0.
r— +00
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Conclure.



Exercice V : On considere la fonction

2
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t— F(t) = ——dx .
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1) Montrer que F' est dérivable sur R .

2) Expliciter F’ et en déduire F.

Exercice VI : On se propose de calculer

+oo
fla) = / e cos(az) dz, a€R.

1) Montrer que f est dérivable sur R et expliciter f’.

2) Montrer que f est solution d'une équation différentielle du premier ordre.

3) En déduire la valeur de f(a), a € R.

Exercice VII : (Sur l’équation de la chaleur)
Dans la suite, on pose, pour (z,t) € Rx]0,+oo[ et pour g fonction continue et bornée

sur R,

1 > oo
K(z,t) = —— e /2 ¢ x,t ::/ K(z—y,t)dy .
(z,1) ot f(z,t) - 9(y) K(z —y,t)dy
L . of of
1) Montrer que, pour tout (z,t) € Rx]0, +o0], les dérivées partielles E(az, t), a—(az, t)
0? !
et @(x, t) existent et que l'on a

%(Lt) _1 az—f(a:,t) :

2) Déterminer la limite
lim £(0.1).

t—0t

puis, pour tout réel z, la limite

lim f(z,t) .

t—0t



