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Feuille 3 - Mesures (positives)

Exercice I : Soient A une tribu sur un ensemble X et u et v deux mesures sur (X,.A).
Soient «v et 3 deux éléments de [0, +o0].
Vérifier que I'application :

ap+pr: A — [0,+00]
A — ap(A) + Br(4)

est encore une mesure sur (X, .A).

Exercice II : Soient X un ensemble non dénombrable et A définie par

A={A € P(X)| A est dénombrable ou A° est dénombrable } .

1) Vérifier que A est une tribu sur X.
2) Soit u : A — [0, +00] définie par u(A) = 0 si A est dénombrable et u(A) = 1 sinon.
Montrer que p est une mesure sur (X, A).

Exercice III : Soient (X, A, 1) un espace mesuré et (A, ),ey une suite croissante d’éléments
de A.
Comparer g (UpenAn) et lim  u(A,).

n—-+00
Exercice IV : On munit N de la tribu P(N). Soit x : P(N) — [0, +o0o] application définie
par p(A) = card(A), si A est fini, et pu(A) = +00, si A est infini.

1) Que peut-on dire de la réunion d’une infinité dénombrable de parties de N deux a
deux disjointes lorsque cette réunion est de cardinal fini?

2) Montrer que p est une mesure (appelée mesure de comptage sur N).

3) On définit la suite (A,)neny par A, :={n,n+1,--- }, neN.
Calculer p (N9 4A,) et lim p(A,). Que remarque-t-on 7

Exercice V : On munit N* de la tribu P(N*). Soit m : P(N*) — [0, 4o0] 'application
1

définie par m(A) = Z — si A est fini et m(A) = 400 si A est infini.
n

neA
Montrer que 'application m est additive sans étre o-additive .

Exercice VI : Soient (X, A, 1) un espace mesuré et I un élément de A.
On pose A;:={ANI| Aec A}

1) Vérifier que A; est une tribu sur [ incluse dans A et que la restriction p; de p a Ay
est une mesure sur (I, Ay).



2) Montrer que B:={A x| A€ A;} est une tribusur Y :=1 x I.

3) Soit m la fonction définie sur B par m(A x I) = pr;(A). Montrer que m est une
mesure sur (Y, B).

Exercice VII : Soit X un ensemble et ¢ un élément de X. On définit la mesure de Dirac
en a par :

1 si a€A .
da(A) == { 0 si agA pour toute partie A de X.

Montrer que ¢, est une mesure sur (X, P(X)). Quelle est la plus grande partie négligeable
de X7

Exercice VIII :
A. Soit X un ensemble et (A,), > une suite de parties de X.

On pose
limsup(A,,) = ﬂ U Ay,
n>20k>2n
liminf(A,) = U ﬂ Ay,
nz=20k2>n

Exprimer en francais

x € limsup(A,) ; = ¢limsup(4,) ; « €liminf(A4,) et z ¢liminf(A,).

B. Soient X un ensemble, A4 une tribu de X et g une mesure sur A.
Soient également (A,), >0 une suite d’éléments de A.

1) Vérifier que limsup(A4,) et liminf(A,) sont éléments de A.

2) Montrer que
p(liminf(A,)) < liminf(u(A,))

et que, s'il existe un entier ng tel que p (U, > o An) < +00, alors

lim sup(u(A,)) < pu(lim sup(A,)

Exercice IX : On définit par récurrence une suite de sous-intervalles de [0, 1] en posant

Ap :=1[0,1] et, pour n > 0,
1 2 1
An = | A, —+-A, .

Pour n > 1, on note T, := {Z% | @, € {0,2}}.

k=1

1) Représenter graphiquement A; et Ay, T7 et Ts.



2) Soient t,t" deux éléments distincts de T;,, n > 1. Montrer que 'on a |t — t'| > 2/3™.

1
3) Montrer que, pour tout n > 1, A, = U [t,t + 3—4 )
teT,

4) On définit 'ensemble de Cantor par C' := ﬂ A,.

n=0

(a) Montrer que C' est compact.
(b) Montrer que C' est négligeable et d’intérieur vide.

5) Montrer que C' = {Z% | ), € {0,2}}.

k=1

6) En construisant une bijection de C' dans {0, 2}, montrer que C n’est pas dénombrable.

Exercice X :
1) Soit v une mesure sur (R, B(R)) finie sur les intervalles bornés. On pose

v(]0, z]) pour tout z > 0
F(x):=¢ 0 pour z =0
—v(]z,0])  pour tout x < 0

Montrer que F': R — R est croissante, continue a droite et que 'on a
Va <b, wv(a,b])=F(@b)— F(a).
(v est la mesure de Lebesque-Stieljes associée a F'.)

2) Déduire du point précédent que si v est une mesure sur (R, B(R)) finie sur les intervalles
bornés et invariante par translations alors il existe k& > 0 tel que v = k£ X ou A désigne la
mesure de Lebesgue sur (R, B(R)). (Ind. : on calculera F(a + b), pour a,b € R.)

Exercice XI : Un exemple de partie de R non mesurable.
Pour « dans [0, 1], on considére 'application :

ot [0,1] — [0,1]

r — r+a—[r+qa]

Y

ou [z] désigne la partie entiere de = € R.

1) Montrer que 7, est une bijection de [0, 1[ et que, pour toute partie mesurable A contenue

dans [0, 1], on a A (7,(A)) = A\(A).

2) Pour tout z dans [0, 1[, on pose O(z) = {72(x) | n € Z}.
Vérifier que ces ensembles O(z), = € [0, 1], forment une partition de [0, 1].

3) On suppose a présent que « est irrationnel et I'on considere un ensemble N obtenu en
choisissant un point et un seul dans chacun des éléments de la partition introduite au point
précédent.

En raisonnant par 'absurde et en considérant successivement les deux cas : A(IV) = 0 et
A(N) > 0, montrer que N n’est pas mesurable.



