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Feuille 10 - Séries de Fourier

Rappels : Lorsque f est a valeurs réelles intégrables sur [a,a + T, les coefficients réels (ou
trignométriques) sont définis par les formules
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a,(f) = T /a f(z) cos(2mnz/T)dx bo(f) = T /a f(z)sin(2rnz/T)dx

et dans ce cas la série de Fourier [f] de f est donnée par
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En un point de discontinuité x = b, la série de Fourier converge vers

Lim(f(b+ ) + f(b—e)).
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La formule de Parseval :
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Exercice I : Soient k, ¢ € Z. Calculer les intégrales suivantes :

2w 27 27 27
/ ! FH0e gy / cos(kx) cos(fx)dx, / sin(kx) sin(fz)dz, / cos(kx) sin(fx)dx
0 0 0 0

Exercise II : Etudier la convergence (simple, uniforme, normale) sur R des séries trigo-
nométriques dont les coefficients sont les suivants :

(i) ap = 1,a, = 1,b, = 1;

(i) cg = 1,¢, = 1/n?;

(i) n >20,cp,=1"etn< —1,¢,=0avecr € R.

En déduire que pour tout n > 0 et pour tout —1 < r < 1,

1 27 efin:p
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Exercice III : Calculer a,(f),b,(f), c.(f) et tracer les graphes des fonctions 2r—périodiques
suivantes :

(i) f(z) = =1 sur [-m, 0] et f(z)=1sur [0,7[;

(i) f(x) = x sur [—7, 7[;

(iii) f(z) = |z| sur [—m, @[ .

Exercice IV : a. Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f(x) = cos®z.

b. Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction qui vaut 1 sur |0, 7] et —1 sur
| — m,0[. En déduire les sommes suivantes :

nZ:OQTH—l’ HZ:O(Qn—i—l)Q

c. Calculer les coefficients de Fourier réels de la fonction f telle que, sur [—7, 7], f(z) =
x(m — z)(m 4+ ). En déduire les sommes suivantes :
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Exercice V : Soit a un nombre réel tel que 0 < a < 7. On définit deux fonctions f, et g,
par

0 sur [0,7 —aq] 0 sur [—m, —a]
fol@)=1< 1 sur |m—a,m+a]l guz)=4 1 sur |—a,+q|
0 sur [7+ a,?2n7] 0 sur [+a,7]

Vérifier que g, = 1 — fr_,, et calculer les coefficients de Fourier réels de ces fonctions. En
déduire les sommes suivantes :

i sinjl(Qna)’ i 2n . i sin(n i " sin(na)

n=1 n=1 n=1

Exercice VI : Soit P un polynome pair de degré 4 vérifiant les conditions
Plr) =0, P"(x)=1, / P(x)dz = 0.
0

Déterminer les coefficients de Fourier d’une fonction f périodique de période 27 qui coincide
avec P sur l'intervalle [—, 7r]. En déduire les sommes suivantes
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S
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Exercice VII : (Convolution) Le produit de convolution de deux fonctions intégrable
périodique de période 27 est défini par

(f * 9)(a 2W/ fe—t)g



1. Montrer que ¢,(f * g) = cu(f)en(g).

2.a. On suppose f et g deux fonctions continues bornées. Montrer que

1 glloo < 11 loollg]loc -
b. Calculer (e™) * (™).
c. On suppose f,g € L*([0,27]). Montrer que [|f * gll2 <||f[l2llg]l2.
3. Pour tout entier n > 1, soit ¢, la fonction qui vaut n sur | — 7/n,7/n| et 0 sur

[—7, —m/n] U [r/n,x]. Soit f intégrable continue sur [—m, w|. Montrer que

lim fx*¢,(z) = f(x).

n—o0

4. Déterminer le produit de convolution f * g lorsque f est la fonction cosinus ou sinus
et g(x) =x sur | — m, 7.



