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Résumé

Cette these traite de deux aspects fondamentaux des systemes dynamiques :
la théorie ergodique et le coté dynamique différentiable, en un certain sens plus
concret, car plus proche des modeles physiques. D'un point de vue résolument
pragmatique, on s’est efforcé, autant que cela était possible, de donner non seule-
ment des résultats asymptotiques, mais aussi des estimations a temps (ou taille)
fini.

Dans un premier temps, on passe en revue certaines propriétés statistiques
et caractéristiques métriques des systemes dynamiques. Ensuite, on s’intéresse
au pendant dynamique des théoremes usuels de probabilités, comme la limite
centrale. En particulier on montre que dans de nombreux cas, le temps que met
le systeme pour revenir dans un voisinage de son état initial suit pratiquement
une loi de Poisson, 'erreur commise étant fonction de la taille du voisinage et des
propriétés chaotiques du systeme considéré.

Dans une seconde partie, on étudie des systemes dynamiques différentiables de
trois types: applications dilatantes de I'intervalle avec une infinité de branches de
monotonie, applications de I'intervalle intermittentes (avec un point fixe neutre)
et finalement des endomorphismes dilatants avec singularités en dimension quel-
conque. On établira pour ces systemes lexistence de mesures SRB (et méme
d’autres états d’équilibre dans le premier cas), ainsi qu’'une borne constructive
sur le taux de décroissance des corrélations.
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Introduction

On s’intéresse aux aspects statistiques de certains systemes dynamiques a
temps discret. Bien que tout a fait déterministe, ce type de systeme est mieux
décrit de facon probabiliste. Dans les premiers chapitres, on étudiera de maniere
abstraite des systemes dynamiques mesurables. Puis on considerera le cas de
systemes ayant des structures plus fortes, dilatants par morceaux. Les endomor-
phismes réguliers uniformément dilatants sont bien compris, mais des que 1'on
introduit des singularités ou bien une dilatation non uniforme, les problemes sont
beaucoup plus délicats.

Dans le premier chapitre, nous rappelerons des résultats plus ou moins clas-
siques de théorie ergodique, dans le cadre général des dynamiques mesurables.
L’existence des mesures invariantes ainsi que leurs propriétés seront envisagées.
On s’attardera en particulier sur les propriétés de récurrence. On introduira aussi
différentes notions de chaos et de complexité bien connues.

Au second chapitre on introduit 'opérateur de Perron-Frobenius (ou de trans-
fert). On verra en quoi cet opérateur peut étre un outil puissant pour résoudre les
problemes que 1’on se pose. Les questions relatives aux mesures conformes seront
posées dans le langage de l'opérateur de transfert.

Dans un troisieme chapitre, on regardera la contrepartie dynamique de cer-
tains résultats classiques de probabilités. On considere en particulier les propriétés
des temps de retour dans des petits ensembles. En restant dans un cadre général,
on donnera des estimations constructives sur les différences entre (a) la distri-
bution du temps de premier retour et la loi exponentielle (Théoreme 3.3) (b) la
distribution du nombre de visites dans un ensemble et la distribution de Poisson
(Théoreme 3.6).

Au chapitre 4, on trouvera par une méthode originale des résultats spectraux
pour des applications monotones par morceaux sur des espaces non nécessairement
compacts (Théoreme 4.1). Avec une hypothese additionnelle, on montrera 1’exis-
tence et 'unicité des états d’équilibre pour ces systemes (Théoremes 4.2 et 4.3).
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Dans le chapitre 5 on étudie les propriétés statistiques d’une famille d’appli-
cations de l'intervalle possédant un point fixe neutre. Pour ce type de systemes
dynamiques, l'approche spectrale directe ne donne rien, on utilisera une méthode
perturbative pour estimer le taux de décroissance des corrélations. On pourra
alors grace aux résultats du chapitre 3 mener de facon complete ’étude des temps
de retour (Théoremes 5.1 et 5.2). On obtiendra une majoration des erreurs entre
les lois limites et celles a taille finie en fonction du parametre de ’application.

Au chapitre 6 la construction des mesures SRB est faite pour des applications
dilatantes par morceaux de RY. Pour ce type d’applications uniformément dila-
tantes, le probleme vient des singularités. Le Théoreme 6.2 assure 'existence de
telles mesures et aussi de fortes propriétés chaotiques, sous des hypotheses assez
peu contraignantes pour ce type de systemes. La encore la méthode du chapitre 4
nous donnera une estimation constructive tres précise sur le taux de décroissance
des corrélations (Théoreme 6.9). On pourra aussi établir les lois limites des temps
de retour avec une estimation de la vitesse de convergence (Théoréme 6.16).

L’annexe consiste en un premier temps en une revue des propriétés des es-
paces ordonnés utilisées tout au long de ce travail; topologie des intervalles dans
les espaces totalement ordonnés et métriques projectives de Hilbert-Birkhoff sur
les espaces vectoriels ordonnés. Pour terminer, on établira quelques propriétés
d’analyse fonctionnelle d'un espace du type “Holder en moyenne”. Ces propriétés
seront essentielles pour mener a bien ’étude des applications avec singularités
considérées au chapitre 6.



Chapitre 1

Théorie Ergodique

1.1 Mesures invariantes

Nous verrons dans ce chapitre des notions qui permettent de comprendre le
comportement (asymptotique) des systemes dynamiques.

On considere le systeme dynamique mesurable suivant (X,B,7), ou (X,B) est
un espace mesurable et T un endomorphisme mesurable de X.

1.1.1 Quelques définitions

Définissons tout d’abord la notion fondamentale en théorie des systemes dy-
namiques mesurables, a savoir les mesures invariantes. Au travers des ensembles
de mesure nulle, celles-ci permettent d’écarter certains points de I'espace X. Elles
permettent donc de se focaliser sur des ensembles d’orbites particulieres.
Définition 1.1. Soit p un mesure de probabilité sur (X,B). On dira que u est
T-invariante lorsque pour tout mesurable A C X,

T A) = u(A).

Notation. Lorsque p est une mesure T invariante, on appellera le triplet (X, Tu)
un systeme dynamique.

On dira qu’un mesurable Y C X est de mesure pleine lorsque u(Y') = 1.

On a aussi une caractérisation en terme d’observables de l'invariance de la
mesure
Propriété 1.1. Soit u un mesure de probabilité sur (X,B). u est T-invariante
si et seulement si, pour toute fonction réelle ¥ € L'(X,u) on a

/\Ifonu:/\I/du.
X X

Cette caractérisation des mesures invariantes nous dit que quel que soit 1'ob-
servable W d’espérance finie, sa moyenne ne dépend plus du temps. C’est a dire
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que la mesure invariante est concentrée sur des points qui ne sont pas “tran-
sients”. Du point de vue des moyennes d’ensemble, le régime asymptotique est
atteint.

Différentes mesures invariantes permettent de distinguer différents régimes de
la dynamique. C’est aussi une facon de sélectionner certaines conditions initiales.
Définition 1.2. Soit A C X. On dira que A est invariant si et seulement si
T—'A = A. De méme, lorsque A est mesurable, on dira qu’il est invariant modulo
zéro si et seulement si u(T"*AN A) =0.

Classer les différentes orbites de notre systeme revient en fait a trouver des en-
sembles invariants sur lesquels la dynamique est semblable. Nous allons concrétiser
cette notion grace a la définition suivante
Définition 1.3. Soit (X,T,u) un systeme dynamique. On dira que la mesure p
est ergodique si les seuls ensembles invariants modulo zéro sont les ensembles de
mesure 0 ou 1.

Les mesures ergodiques sont donc les mesures de probabilité qui se concentrent
sur des ensembles que I'on ne peut plus subdiviser.

En fait, toute mesure invariante est une combinaison convexe de mesures
ergodiques (voir [KH95]).

Définition 1.4. Deux systemes dynamiques (X1,T1,11) et (Xo,To,10) sont conjugués
lorsqu’existent deux sous-ensembles mesurables de mesure pleine Y1 C Xq, Yy C
Xo, (Y1) = pe(Ys) = 1, et une bijection bimesurable V : Y7 — Y, telle que

Vo T1 = Tg oW,
et pour tout ensemble mesurable A C Y7,

i (A) = pa(V(A)).

La relation de conjugaison est bien évidemment une relation d’équivalence, ce
qui permet de définir des classes de systemes dynamiques. On appellera invariant
métrique toute quantité qui ne dépend pas du représentant que ’on choisit dans
une classe d’équivalence. Notons que ’ergodicité est un invariant métrique.

Il serait vain de parler de mesures invariantes si I’on n’avait pas d’exemples
ou celles-ci existent, voyons donc quelques exemples :

1.1.2 Existence de mesures invariantes

Exemple 1.1.1. Supposons qu’il existe un point x € X périodique, de période
p, c’est-a-dire que p est le plus petit entier naturel tel que TP(x) = x. Alors la
mesure p définie par

124
M= ]_? ;5T%7

est tnvariante et ergodique.
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Un deuxieme exemple est donné par le Théoreme de Bogoliubov-Krylov [KH95].
Exemple 1.1.2. Toute endomorphisme continu d’un espace métrique compact
X posséde au moins une mesure borélienne invariante et ergodique.

Quelquefois X possede une mesure particuliere, comme par exemple la mesure
de Lebesgue sur RY, ou le volume Riemannien sur une variété Riemannienne. 11
peut étre intéressant d’avoir un critere permettant de dire si oui ou non il existe
une mesure invariante absolument continue par rapport a une mesure donnée.
C’est I'objet du Théoreme de Straube [Str81]:

Théoréme 1.1 (Straube). Soit (X,B,m) un espace de probabilité, et T une ap-
plication non singuliere pour m. L’existence d’une mesure invariante absolument
continue par rapport a m est équivalente a la proposition suivante :

Iy < 1,36 >0VEm(E) <d = supm(T"E)<n.
neN

Un tel critere n’est toutefois pas souvent exploitable directement. Nous ver-
rons par la suite comment construire de telles mesures dans des cas concrets.
La démonstration que I'on donne, simplifiée par rapport a la preuve originale de
Straube, en suit les grandes lignes.
Notation. On dira qu’un endomorphisme K d’un espace métrique (E,d) est une
contraction lorsqu’il existe une constante p < 1 telle que pour tous les u,v €
E, d(Ku,Kv) < pd(u,v). Lorsque E est un espace vectoriel normé, K est une
contraction si | K| < p. Quand p < 1, on parle de contraction stricte.

Définition 1.5. On dira qu’un endomorphisme mesurable T d’un espace de pro-
babilité (X,Tym) est non singulier lorsque Tm < m, c’est-a-dire que pour tout
mesurable E C X, m(E) =0= m(T'E) =0.

Preuve. Montrons pour commencer l'implication :

Soit p une probabilité invariante absolument continue par rapport a . Soit
d tel que m(E) < 6 = u(E) < 1/2. Alors on peut prendre v = 1 — §. En effet,
supposons qu’il existe un ensemble E € B avec m(E) < § et m(T~"FE) > ~. Alors
m(T~"E°) < 6 donc u(E°) = p(T~"E°) < 1/2. Or u(E) < 1/2, ce qui contredit
wX)=1.

Voyons maintenant la réciproque :

T étant non singuliere, f — f ol est une contraction sur L>°. On peut donc
définir sur L la forme linéaire positive

n—1
my(f) = %Z/fodem.
k=0

Clairement m,, est dans la boule unité du dual de L°°, qui est compacte pour
la topologie x-faible (d’aprés Banach-Alaoglu-Bourbaki, [DS88]) , ainsi la suite
possede un point d’accumulation p € (L99)*. I vient alors que pour tout f € L,
(p(f),p(foT)) est aussi un point d’accumulation de (my,(f),m,(foT)) C R?, or
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mn(f) et my(f oT) difféerent au plus de || f||/n, donc p(f) = p(f oT). D’autre
part, T' étant non-singuliére, pour tout mesurable E tel que m(E) = 0, on a
mn(1g) =0 et donc p(1g) = 0.

On va maintenant extraire la partie o-additive de p au moyen de la construc-
tion de Carathéodory, qui sera une mesure invariante absolument continue par
rapport a m. Il restera a montrer qu’elle n’est pas identiquement nulle.

Par construction, la fonction d’ensemble p définie par

pw(A) = inf{zp(@i) Is< Zai,() <a; € Lfn"},

i=1 i=1

est une mesure extérieure, o-additive sur B qui vérifie pour A € B, u(A) < p(1 4),
et donc j est absolument continue par rapport a m. De plus

IASiai:ITlASiaiOT.

i=1 i=1

Ceci entraine u(T—A) < u(A) pour tout A € B, et comme pu(X) < p(1) =1 <oq
11 est en fait une mesure invariante.

Montrons alors que p(X) > 0.
Soient 0 < e < 0 et a; € L™ tels que u(X) > > p(a;) —e. On peut supposer
sans perte de généralités que Zf\il a; < 1. II existe N et un ensemble A de
mesure m(A) > 1 — e tels que Zf\il a; > (1 — )14 (puisque la série converge
uniformément sur des ensembles de mesure arbitrairement grande). Donc,

W(X) > (1 )p(La) — e > (1—)(1 - p(La)) — <.

Or d’aprés I’hypothése, m(A°) < e = p(1 4c) < 7. € étant arbitraire, on obtient
w(X)>1—7. O

1.1.3 Récurrence de Poincaré

Une formidable propriété, surprenante au premier abord, est donnée par le
Théoreme de Poincaré. En effet, ce dernier affirme que presque tous les points d’un
ensemble de mesure positive reviennent dans cet ensemble au bout d’un certain
temps. En fait, ils reviennent méme une infinité de fois. Cela peut paraitre quelque
peu contradictoire avec I'irréversibilité des phénomenes physiques, mais en fait,
ce n’est pas tres étonnant si I'on se rappelle du fait que les mesures invariantes
sont concentrées sur des ensembles ou le régime asymptotique est atteint.

Théoréme 1.2 (Poincaré). Soit A un sous-ensemble mesurable de X. Presque
tous les points de A repassent dans A une infinité de fois.

p({z € A|T"x € A pour une infinité de k > 0}) = p(A).
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Définition 1.6. Soit A un sous-ensemble de X, on définit le temps de retour de
r € X dans A par

Ta(z) = inf {k > 1| T*z € A} U {oo}.

Le théoreme de Poincaré nous dit en particulier que le temps de retour de
x dans A est presque partout fini sur A. Un raffinement de cette propriété est
donné par le théoreme de Kac, qui montre en fait que ’espérance du temps de
retour est finie.

Proposition 1.3. Quel que soit I’ensemble mesurable A on a

| mate)duta) = utra < oc).

A

Preuve. Tout d’abord, remarquons que pour tout entier k > 1 on a
w(ra=k)=p(AN{ra>k—1}). (1.1)

En effet, comme {14 > k} = T-1(A°N {74 > k — 1}) l'invariance de la mesure
entraine que (14 > k) = u(ta >k —1) — p(AN{ra > k —1}), d’ou le résultat.
D’apres Poincaré, u(A N {14 = oo}) = 0, par conséquent

n—oo

=1

/ATA(x)du(x) = lim Zku (AN{ra=k})
= nlggOZk‘ Aﬂ{TA>k’—1}) (AH{TA>]€}>>

= nhIEOZk (ta=k)—pulta=k+1))

= lim (,u(TA <n)—nu(ta =n+1)).

Comme la différence converge et que p(ta < n) — pu(ra < o0), il existe r tel
que nu(ta = n + 1) — r. Mais r est forcément nul, puisque p(74 = n + 1) est
sommable. Ce qui conclut la proposition. O

Lorsque p est une mesure ergodique, la proposition précédente nous donne
tout de suite le théoreme de Kac:

Théoréme 1.4 (Kac). Soit puy = ﬁ/ﬁlfh la restriction de la mesure ergodique
1 auw mesurable A de mesure positive, normalisée. On a [’égalité suivante :

/TAd,uA = ﬁ
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Preuve. Pour tout mesurable A de mesure positive, I'ensemble {14 < oo} est
d’aprés Poincaré (Théoréme 1.2), un ensemble de mesure positive et invariant,
donc p({ta < oo}) = 1. La proposition 1.3 permet alors de conclure, par
définition de pu(A). O

Ce théoreme est valable pour toute mesure ergodique, mais nous verrons au
chapitre 3 certains cas ou I’on peut en plus donner une estimation asymptotique
(lorsque pu(A) — 0) de la distribution des temps de retour. On établira une
loi exponentielle pour les temps de retour, dans un cadre abstrait, ainsi qu’une
statistique de Poisson pour le nombre de passages successifs, puis on montrera
que tous les systemes étudiés ici suivent une telle loi.

On peut aussi se demander si 'espérance globale (et non seulement condi-
tionnée a A) du temps de retour est finie, ce n’est pas toujours le cas, mais on a
la relation suivante (a notre connaissance, cette observation n’avait pas été faite):

Proposition 1.5. Quel que soit I’ensemble mesurable A on a

2 TAdu:/Tidu+/TAduA.
A A

{Ta<oco}
Preuve.
/TAdM = Z ku(ta = k)
{Ta<oco} k=1
= Y ku(An{ra>k—1})
k=1
= YR uAn{ra=1})
k=1 =k
(1 +1
S Te)
=1
Ce qui permet de conclure. O

1.2 Différentes notions de chaos

Nous allons introduire tout d’abord quelques notations. Dans ce qui suit,
(X,B,1) est un espace de probabilité.
Notation. Pour une o-algebre & contenue dans B, l'espérance conditionnelle
E.[fI€] de f € L), sachant § est définie de maniére unique (a une classe d’équivalence
pres) par:

(i) Eu[flg] € LHX &),

(i) pour tout C € &, /C]Eu[ﬂ{]du:/cfdu.
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Définition 1.7. Ftant données deux partitions R et S de X, on notera RV S
la partition raffinée :

RVS={RNS|ReR,S e S}

Soit T un endomorphisme de X. Pour une partition A on définit la partition
dynamique d’ordre n par

A, = AVT YAV ... vT A

On appelera les éléments de A, les cylindres de taille n.

Notation. Pour une collection d’ensembles C on notera o(C) la o-algébre en-
gendrée par ces ensembles, c’est-a-dire la plus petite o-algebre contenant tous les
éléments de C.

1.2.1 Entropie

L’entropie est une mesure de la complexité d’un systeme. Pour les applications
continues, on parle d’entropie topologique, et I’on regarde alors la complexité de la
dynamique dans son ensemble. Ici nous nous intéressons plutot a la complexité des
ensembles de mesure pleine, 'entropie de Kolmogorov-Sinai. Nous allons donner
maintenant quelques définitions et propriétés relatives a l’entropie. Ces résultats
sont démontrés, entre autres, dans le livre de parry [Par81].

Définition 1.8. Soit A une partition (au plus dénombrable) de X. On note l’en-
tropie de la mesure de probabilité p par rapport a A, H,(A), définie par

== pu(A)log (u(A)).
AeA

(avec la convention 0log0 = 0).
Définition 1.9. On note h,(T,A) la limite

ho(T,A) = lim ~H,(Ay).

n—oo M,

Définition 1.10. On définit 'information conditionnelle de la partition A connais-
sant la o-algebre & par

I,(A[§) = = TalogE,[14]¢],

AeA

et l’entropie conditionnelle (de A sachant &) par

H,(AJ€) = / IL(AlE) d

1. L’existence de cette limite provient de la sous-additivité de la suite H,(A;).
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Remarquons que l'information conditionnelle est une fonction positive (I’espérance
d’une fonction caractéristique est inférieure a 1), et donc son intégrale est tou-
jours définie (mais pas forcément finie).

Le lien suivant est vérifié (Théoreme 2.7 dans [Par81])
Théoréme 1.6. Si l'entropie H,(A) est finie, alors

hu(T,A) = Hy(AIT7LA%),
ot A% est la o-algébre engendrée par l'union des partitions dynamiques, c¢’est-a-

dire A = U(U a(Ay)).

Finalement, ’entropie de 7" par rapport a p est égale a
Définition 1.11. L’entropie de Kolmogorov-Sinai est définie par

h,(T)= sup h,(T,A).
A;H, (A)<oo

Remarquons que 'entropie de Kolmogorov-Sinal est un tnvariant métrique.

Théoréme 1.7 (Sinai). Sila partition A est génératrice, c’est-a-dire que \/ T"A
n=0
est une partition triviale (tous ses ensembles sont de mesure nulle), alors

hu(T) = hy(T,A).

Pour comprendre que 'entropie est une mesure de la complexité du systeme,
il est intéressant d’en voir une caractérisation locale
Théoréme 1.8 (Shannon-McMillan-Breiman). Supposons (X,T,u) ergodique,
et soit & une partition de X. Pour presque tout x € X, si l'on dénote par &,(x)

I’élément de la partition raffinée &, = Z;é T=F¢ qui contient le point x, alors

lim ~ log j(€,(x)) = —h,(T.€).

n—oo N

On en déduit que presque tous les cylindres ont une mesure semblable, ainsi
I’entropie détermine le taux de croissance exponentiel du nombre de cylindres
typiques. De ce point de vue, 'entropie détermine la complexité du systeme, car
pour une méme expérience (dans ce cas connaitre dans quel élément de la partition
¢ on se trouve) effectuée pendant un temps n, on a typiquement exp(nh, (7))
résultats équiprobables possibles.

1.2.2 Types de mélange

Le chaos peut aussi étre interprété comme le fait que les corrélations entre
deux mesures effectuées a des temps éloignés sont tres faibles. Cette notion in-
tuitive peut-étre formulée de différentes manieres, et nous allons dans cette these
nous intéresser plus particulierement aux suivantes, classées par ordre croissant
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Définition 1.12. On dira que le systéme dynamique (X,T,u) est faiblement mélangeant
sst quels que soient les sous-ensembles A et B de X,

lim — Z |,u T"ANB) M(A)/,L(B){ = 0.

n—oo N,

Définition 1.13. On dira que le systéme dynamique (X, T,u) est mélangeant ssi
quels que soient les sous-ensembles mesurables A et B de X,
lim p(T""ANB) = pu(A)u(B).
Notons que le mélange et le mélange faible sont des invariants métriques.

Propriété 1.2. Le systéme dynamique (X,T,u) est mélangeant ssi quels que
soient les observables f.,g € L*(X,u) on a:

lim foT”g dp = /fdu/gdu.
n—oo X X

D’un point de vue plus pragmatique, on peut se demander a quelle vitesse le
mélange s’opere. L’étude de la décroissance des corrélations sera faite de facon
complete aux chapitres suivants. Pour I'instant, on peut simplement dire que cette
vitesse dépend fortement des observables (en général il existe des observables qui
se décorrelent a une vitesse arbitrairement lente). Par la suite, on établira des taux
de décroissance exponentiels (Chapitres 4 et 6) et polynomiaux (Chapitre 5) des
corrélations pour des observables régulieres. Il faut préciser ici que cette régularité
n’est plus un invariant métrique, mais seulement invariant par conjugaison plus
réguliere (du type isotone, Holder, ou différentiable).
Définition 1.14. Soit & une partition (au plus dénombrable) de X. On dira que
¢ est une partition faiblement Bernoulli pour (X, T,u), ssi il existe une suite 3(n)
de limite nulle telle que pour tout n.k,l € N,

> wBRNS) = pRuS)| < Bn).
Ry
SeT—(ntk)g,
Proposition 1.9. Si & est une partition génératrice et faiblement Bernoulls,
alors (X, T,u) est mélangeant.
On montrera pour certains systemes étudiés lors des chapitres suivants la

propriété de faible Bernoullicité.
Définition 1.15. On dira que la partition £ est uniformément mélangée par

(X,T,B,1), avec une vitesse y(n) si quels que soient kilmn, R € o(&) et S €
T_("+k)a(£l),

(RN S) = p(R)u(S)]| < v(n).
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Définition 1.16. (X,7.,B,u) est a-mélangeant pour & ssi il existe une suite o(n)
de limite nulle telle que pour tout kiln € N, R € & et S € T-"Ra(&) on ait

(BN S) = p(R)u(S)] < a(n)u(R).
Proposition 1.10. Si (X, T,B,1) est a-mélangeant pour & non triviale, alors les
cylindres de & sont de mesure exponenticllement petite.

Preuve. £ n’est pas une partition en ensembles de mesure 0 ou 1, donc py =

supcee #(C) < 1. Le systéme étant o mélangeant, il existe n tel que p = py +
m—1

a(n) soit strictement inférieur a 1. Etant donné un cylindre C,, = ﬂ T A; de
j=0

longueur m, en écrivant m = kn + p avec p > 0, il vient

(Crns1) < uw(AgNT A, NT Ay, 0 ---NT AL
< w(ANT A, NT AN - NT 5D A0 ) (w(Arn) + a(n))
< pp(Clr—1yn+1)-

Par une récurrence immédiate on obtient donc pu(C,,) < p~tp™/™. O

Remarque 1.2.1. D’apres la proposition précédente, tous les cylindres d’une
partition a-mélangeante non triviale sont de mesure exponentiellement décroissante.
En particulier, cela implique (par le Théoréme de Shannon-McMillan-Breiman)
que l’entropie métrique de la partition £ est strictement positive. On a méme une
borne triviale h,(T,&) > log(p~')/n, avec p = p(n) et n le plus petit entier tel que
p(n) <1, ou

p(n) = a(n) + Sc}ggu((?)-

Une propriété encore plus forte est le p-mélange. Bien que dans cette these
les systemes dynamiques considérés ne seront généralement pas p-mélangeants,
nous allons quand méme donner la définition pour des raisons de complétude
(voir aussi le chapitre 3).

Définition 1.17. (X,T,u) est p-mélangeant pour & ssi il eziste une suite p(n)
de limite nulle telle que pour tout kln € N, R € & et S € T-"R¢ on ait

(RN S) = p(R)u(S)| < o(n)u(R)pu(S).

Il est clair qu'une partition p-mélangeante est aussi faiblement Bernoulli.

L’importance de la propriété de Bernoullicité faible est montrée par le théoreme
de Friedman et Ornstein [FO70]
Théoréme 1.11 (Friedman-Ornstein). Deux systemes faiblement Bernoulli
sont conjugués si et seulement si ils ont méme entropie. En particulier, toute ap-
plication ayant une partition génératrice faiblement Bernoulli est métriquement
isomorphe (conjuguée) a un décalage de Bernoulli.

Cette derniere propriété est tres forte, puisqu’elle nous dit qu’il existe une
représentation de notre systeme dynamique qui est du type jeuzr de dé, donc
completement imprévisible.
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Chapitre 2

L’opérateur de
Ruelle-Perron-Frobenius

Dans ce chapitre, nous verrons comment 1’étude de l'opérateur de Ruelle-
Perron-Frobenius (ou opérateur de transfert) peut nous aider & construire des
mesures invariantes particulieres et trouver certaines propriétés statistiques des
systemes dynamiques ainsi engendrés.

Définissons tout d’abord notre cadre de travail, a savoir les applications in-
versibles par morceaux. Pour une présentation tres complete de ces systemes on
peut citer [Hof86, Kel89] ou des propriétés d’isomorphismes avec des systemes
symboliques sont établies, et les conséquences qui en découlent analysées.
Définition 2.1. Soit T un endomorphisme bimesurable de [’espace mesurable
X. On appellera T une transformation inversible par morceaux ssi il existe une
partition mesurable Z au plus dénombrable de X telle que la restriction de T a
chaque Z € Z soit injective.

2.1 Mesures conformes

Définition 2.2. Etant donné un endomorphisme inversible par morceaux T de
X et un potentiel p (une application de X dans R), le triplet (X,T,p) sera appelé
systeme pondeéré.

@ est appelé potentiel par analogie avec la mécanique statistique. En fait
beaucoup de termes de systemes dynamiques sont issus de la thermodynamique.
On renvoie a l'ouvrage de Ruelle [Rue78| pour une présentation du Formalisme
thermodynamaique.

Définition 2.3. On dira que la mesure de probabilité m sur X est une mesure
conforme pour le systéme pondéré (X, T p) ssi pour tout sous ensemble A C X
ou A est injective on a:

m(TA) = /Aexp(—tp)dm.
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Pour une mesure conforme m, la dérivée de Radon-Nykodim de m par rap-
port a la mesure itérée T'm est connue, égale a exp(—¢). Ceci donne aux mesures
conformes des propriétés dynamiques tres intéressantes. Celles-ci sont mieux ex-
primées au travers d'un opérateur dual a la dynamique, 'opérateur de Perron-
Frobenius.

Définition 2.4. L’opérateur de Perron-Frobenius du systéme pondéré (X,T,p)
est donné formellement par:

Pf(x)= > exp(e(y)f(y).

T (y)==

Remarque 2.1.1. Nous avons aussi une autre écriture pour [’opérateur :

Pf= Z exp(p o T|}1)f o T|}1fTZ~
Zez
Proposition 2.1. Les propositions suivantes sont équivalentes :
(i) m est une mesure conforme,
(i) pour tout ensemble A ou T est injective,

nﬂA)::/fKIydm

(iii) pour toute fonction f € L'(X,m)

/fdm /Pfdm

() pour toute fonction f € L>°(X,m) et g € L'(X,m),

/fgonm /Pfgdm

La derniere caractérisation nous dit que P est 'opérateur dual de 'opérateur
de composition Uf = foT.

Preuve. On montre d’abord que (i) entraine (ii). Soit Z € Z. Par définition,
la restriction Tjz de T' a Z est une bijection sur T'Z, que I'on notera T pour
simplifier. La mesure p sur TZ définie par p(B) = m(T~!B) est équivalente a la
restriction de m sur T'Z car exp(t¢p) ne s’annule pas. Or la dérivée de Radon-
Nykodim de p par rapport a m ne peut étre que exp(—poT™1), d’out (ii) puisque
m(A) = p(TA) et PIT4 = exp(poT )14 pour tout sous-ensemble A de Z. Le
cas général vient en écrivant A = UzezAN Z.

En remplacant T); par T|}1 et ¢ par —p, on prouve que (ii) implique (i).

En prenant f = I 4 dans (iii) on obtient (ii), et un argument de convergence
montre que (ii) entraine (iii).

Finalement, (iv) est une conséquence de (iii) si I'on remarque que P(fgoT) =
Pf g, et en prenant g = 1 dans (iv) on obtient (iii). O
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Nous allons voir maintenant deux cas particuliers ou 'on peut avoir des me-
sures conformes :

Exemple 2.1.1. On considére le cas ou X est une région bornée Q de RN pour
un entier N quelconque, et T une application différentiable inversible par mor-
ceauz sur une partition réguliere Z. Alors le potentiel ¢ = —log| det DT| est bien
défini, et la mesure de Lebesgue normalisée est conforme pour (X, T,p).

Voyons maintenant un théoreme qui donne 'existence de mesures conformes
dans un cas ou l'on suppose des conditions de régularité sur 'application et le
potentiel.

Théoreme 2.2. Soient X un espace compact, T un endomorphisme surjectif de
X, et p un potentiel, tels que l'opérateur de Perron-Frobenius agisse continiment
sur C(X). Alors il existe une constante p € R telle que le systéme (X, T,p — p)
possede une mesure conforme.

Preuve. P étant un opérateur linéaire continu sur C'(X ), on peut définir I'opérateur
dual P*, agissant sur le dual de C'(X) de la fagon suivante :

(Prm)(f) =m(Pf) Ve CX).

L’opérateur P* est alors continu sur C(X)* pour la topologie %-faible. Par le
théoreme de Riesz, on peut voir P* comme agissant sur M (X), '’ensemble des
mesures de probabilité boréliennes sur X. On considére alors 'application sur
M (X)) définie par

1

N
T Pm(x) "

m
(remarquons que P*m(X) > 0 puisque T est surjective) cette application est
continue pour la topologie x-faible héritée de C(X)* par le théoréeme de Riesz.
Or M(X) est un ensemble convexe compact pour cette topologie (d’aprés la
compacité de la boule unité de C(X)*, voir [DS88]). Le théoreme de Schauder-
Tychonoff (voir encore [DS88]) permet donc d’affirmer qu’il existe un point fixe
m. Alors la mesure m est conforme pour (X,T,p — log P*m(X)). O

Corollaire 2.3. Supposons que pour tout Z € Z, oz, T|}1 2 TZ — Z et Iry

sotent continues. Si en outre T est surjective et ||P1 || < oo, alors (X, T,p — p)
possede une mesure conforme pour une constante p € R.

Preuve. Les hypothéses entrainent que f +— exp(p o T‘}l)f o T‘;ITZ est un
opérateur linéaire continu sur C(X), pour tout Z € Z. L’écriture donnée dans
la remarque 2.1.1 permet alors de conclure que P est un opérateur linéaire
continu sur C(X), comme somme absolument convergente (car ||PI|. < 00)
d’opérateurs linéaires continus. n
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Supposer qu’une fonction caractéristique 11z est continue peut sembler étrange.
Elle est trivialement vérifiée lorsque chaque morceau de 'application est surjectif.
De plus, dans bien des cas on peut, en agrandissant la topologie de X, rendre ces
fonctions continues. Nous verrons plus tard (chapitre 4) les limitations d’un tel
procédé.

Nous sommes des lors a méme de voir 'utilité des mesures conformes.

2.2 Analyse spectrale

Bien qu’ayant un lien tres fort avec la dynamique, les mesures conformes n’en
sont pas pour autant invariantes en général. Voyons donc un critere permettant
d’affirmer ’existence de mesures invariantes absolument continues par rapport a
une mesure conforme.

Théoréme 2.4. Soit (X,T,p) un systéme pondéré, avec une mesure conforme
m. Une mesure de probabilité p absolument continue par rapport a m, de densité
h positive est invariante sst Ph = h.

Preuve. il suffit de prendre f = h dans le point (iv) de la proposition 2.1, on
obtient alors I'invariance de (. O

On a alors le corollaire immédiat suivant :
Corollaire 2.5. Une mesure conforme est invariante ssi P1 = 1.

La structure de l'opérateur de Perron-Frobenius permet de caractériser les
mesures invariantes (la démonstration est issue de [Led74, HK82b]). On renvoie
au chapitre 1 pour les définitions et propriétés relatives a ’entropie.

Théoréme 2.6. Soit (X,T,p) un systéme pondéré, avec une mesure conforme
m. St p est une probabilité invariante absolument continue par rapport a m de
densité h, avec' p(logh —logh o T) = 0, alors pour toute partition mesurable
Z telle que T soit injective sur chaque élément de la partition, la somme de
I'information conditionnelle et du potentiel est de moyenne nulle

/]IM(Z|T‘1Z°") + @ dp = 0.

St de plus H,(2) < 0o, alors Uentropie est la moyenne du potentiel

ho(T,2) = — / o dp.

Preuve. On renormalise le potentiel de telle sorte que la mesure invariante soit
conforme par rapport a ce potentiel, en posant

o = ¢ +logh —loghoT.
1. D’apres le Lemme 14 dans [HK82b], il suffit que 'on ait (logh —loghoT)* € L.
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Il vient alors que I'opérateur de transfert P, (avec le potentiel p,,) vérifie P, 1 = 1.
Ainsi on a I'égalité dans L),

E (1z]T7'2%) = P,(1z)0T,
car pour tout B € T~1Z%,
/ Isz:/PH(Iz)IBd,LL:/ PM(Iz)OTd,U/.
T-'B T-1B
Mais par définition de I'information conditionnelle,
L(ZIT'2%) = =) 1;108E, (14T ' Z%)
Zez

et comme Tj; est injective, E,(17|T~'Z>°) = exp(yp,) presque partout sur Z.
Donc

0=L,(ZIT"'Z%) + ¢, =L, (Z|T'2*) + ¢+ logh —loghoT.

La conclusion du premier point vient alors en intégrant par rapport a j car
p(logh —loghoT) = 0.

On obtient la seconde partie en appliquant le Théoréme 1.6, ce qui nous donne
lorsque H,(Z) < oo

H,(Z|T'Z2%) = h,(T,Z) < cc.

Comme I’entropie conditionnelle est la moyenne de I'information conditionnelle
(qui par définition est positive) on a I,(Z|T~'Z%) € L, et alors

h(T,2) = /]IM(Z|T‘1Z°°)du = —/@du-
O

Au dela de 'existence de la densité positive associée a la valeur propre 1, le
reste du spectre de 'opérateur est succeptible de fournir d’'importantes informa-
tions sur la dynamique.

Définition 2.5. On dira que l'opérateur de Perron-Frobenius P du systéme (X, T,p)
possede un trou spectral sur un espace de Banach B lorsque P a la décomposition
spectrale sutvante :

(i) en tant qu’opérateur sur B, P n’a un nombre fini de valeurs propres de
module 1, A\y,... A\, de multiplicité finie mq,... m,.

(ii) P admet la décomposition suivante

P = ZT: ML+ Q,
i=1
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avec (Q de rayon spectral strictement inférieur a 1, et II; les projections sur les
espaces propres associés aur valeurs propres \; qui vérifient

ILI; =0 Vi#j, ILQ=QIL=0 Vi

La proposition suivante illustre 'importance de la présence d'un trou spectral
du point de vue des propriétés dynamiques. Ces résultats font partie du “folklore”,
ils sont présentés dans la littérature pour des espaces de Banach B particuliers
(voir [HK82b], [Ryc83] et [Kel85]). A des fins de complétude, on donne ici une
version valable pour tout espace de Banach? B dense et contintiment injecté dans
Il
Proposition 2.7. Supposons que (X, T,p) posséde une mesure conforme m et
que l'opérateur de Perron-Frobenius associé ait un trou spectral sur un sous-espace
de Banach B C L. dense avec injection continue. Les propriétés suivantes sont
vérifiées :

(i) 1 appartient au spectre de P, et si l'on suppose que Ay = 1, alors h =11 1
est un point fize de P, de plus c’est une densité (h >0 et m(h) = 1). La mesure
W= hm est donc une probabilité invariante, absolument continue par rapport a m.

(ii) Les projections I1;, P et donc Q ont une unique extension sur L'. De plus
I;(L}) C B pour tout j = 1..r; pour tout f € L., Q"f — 0 dans L}, quand
n—oo, et S={feLl|INeC,|\=1,Pf=\f} C B est de dimension finie.

(iii) Il y a exactement my mesures invariantes ergodiques absolument conti-
nues par rapport a m. De plus p définie au (1) est la “plus grande” mesure inva-
riante absolument continue, c¢’est-a-dire que toute mesure invariante absolument
continue par rapport a m est également absolument continue par rapport a p.

(iv) Le spectre périphérique de P est complétement cyclique: pour tout || =1
et f tel que Pf = \f, pour tout k € Z les couples ((f/|f)*If,\¥) sont des
éléments propres de P. En particulier, l’ensemble G = {)\1,... \.} des valeurs
propres de module 1 est un sous-groupe du cercle unité de dimension finie, ce
qut implique que toute valeur propre de module 1 est une puissance entiere d’une
racine de ['unité.

(v) Il eziste une partition de X (modulo p) {W;,|j = 1..my,l =0..L; — 1},
telle que tous les ensembles Wy vérifient TW;; = W11 modr,- De plus, pour
tout j =1..my et =0..L; — 1 le systéme (ijl,TLj,qu}l) est mélangeant® , avec

2. En particulier, la positivité de 'opérateur est utilisée uniquement sur L. | plutdt que sur
B, ce qui nécessiterait que B soit un espace de Banach réticulé (Banach lattices). On renvoie a
[Bir79] et [Sch74] pour 'étude abstraite des opérateurs positifs.

3. On rappelle la notation déja introduite w4, qui représente la restriction de la mesure p a
I’ensemble de mesure positive A, normalisée.
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une décroissance exponentielle des corrélations pour les observables f telles que
fhilw,, € B. (si B est une algebre il suffit pour cela que f € B car hilw,, € B)

Preuve. (i) Pour tout j = 1.7, et A € C, |A\| = 1, notons que la convergence
suivante a lieu dans L(B):

l Z P/)\ — {O si A g {)‘17>\27 s 7)\7‘} (21>
k=

3

Hj Si)\:>\j

En effet, en utilisant la decompos1t1'on spectrale de P il vient

nA—ZH+ Z 1_);\//);\ z“i‘%kz_o(@/)\)k

Mais P, préserve la mesure m, donc sa limite h = II; I est non nulle , ce qui
implique que 1 est valeur propre de P. Comme de plus P, ; est positif, h > 0.

(ii) Comme P, 5, est une contraction de L, , II; a une unique extension (par
densité de B) sur L} par (2.1), cette derniére a la méme image II;(B) (elle
est de dimension finie, donc fermée dans L} ). Comme P est continu sur L}
Q = P—3",11; a aussi une extension unique sur L}, , et elle vérifie Q" f — 0 dans
L} quand n — oo pour tout f € L} . Par conséquent, S C B.

(iii) Posons Ey = {f € LL|Pf = f}. Pour toute mesure yu; invariante er-
godique absolument continue par rapport a m il existe une fonction g; > 0 de
moyenne unité appartenant a Fy. Or les densités des mesures ergodiques (qui
ont des ensembles M; de mesure pleine disjoints) forment une famille libre. Le
nombre n de ces mesures ergodiques est donc borné par dim F; = m;.

Pour tout f € Ey, on a P|f| > |f|, ce qui implique (puisque P préserve m)
que P|f| = |f|. Par ailleurs, pour tout j = 1..n, I'invariance de M; nous donne
|fI1 s, € Ey. L'ergodicité de la mesure ju; entraine alors que | f| 1y, est multiple
de h1y,. Ceci montre que { |h| 1 | j= 1..n} est une famille génératrice de Fj,
donc n = m;.

La derniéere partie est obtenue en remarquant que les densités des mesures
ergodiques pi; sont exactement données par (M H1 Iy, < m(]le)Hl car la pro-
jection II; est positive. Chaque mesure p; est donc absolument continue par
rapport a i (donc ji; = i) et 'on conclut en notant que toute mesure inva-
riante est une combinaison convexe finie des [i;.

(iv) Soient f € S et A de module 1 telles que Pf = \f. Soit s = f/|f| le signe
de f et g = |f| son module. On a P(sg) = Asg, donc P( i

s
= | P
/)\sngdm /

Tg) = g. D’ou

) dm = /g dm.




26 CHAPITRE 2. L’OPERATEUR DE RUELLE-PERRON-FROBENIUS

5
‘ = 1 m-presque partout sur

s
AsoT AsoT
{g # 0}, donc stg = \¥s* o Tg m-presque partout pour tout k € Z. En appli-
quant I'opérateur il vient P(s*g) = P(\*s* o Tg) = M*s*g. On a donc montré que
le spectre périphérique de P est complétement cyclique.

Comme ‘ = 1et g > 0, il vient

(v) Soit j € {1,... ,mq}. M, étant invariant, les restrictions P;, 11, ; et Q); de
P, 1I; et Q a L} (M;) agissent sur L. (M;) et P; = Y i ML + Q. Par (iv)
I'ensemble G des valeurs propres de P; de module 1 est un sous-groupe fini du
cercle unité. De plus 1 est une valeur propre simple car py, est ergodique. Soit
alors L; le plus petit entier tel que \* =1 pour tout A\ € G;. La décomposition
spectrale donne

L; L;
P =) Ti+Qy"
=1

Soit n = . rang(Il; ;). Sin =1 alors 1 est la seule valeur propre de Pij
du cercle unité. Sinon, par (iii), il existe une unique partition P de M; telle
que pour tout V € P, V soit invariant par T, p(V) > 0 et (VT puy) soit
ergodique. Or TP est aussi une telle partition, donc P = T-'P. T est donc
une permutation de P. Or pour tout Ve P, W = UiilT_kV est invariant par T
et (T,pr,) est ergodique, donc W = M;. Soit alors K le plus petit entier tel que
T-KV =V AV, T7V,... T-E+1V} est donc une partition en ensembles disjoints
sur lesquels (T—*V,T%  up-xy) est ergodique, c’est donc la partition P elle méme,
d’'oit K = n. DoncT™ est une permutation cyclique de P, ce qui implique que L;
est un multiple de n. Montrons qu’en fait n = L;, c’est-a-dire que P" ne possede
pas de valeurs propres différentes de 1 sur le cercle unité. Les n ensembles de P
étant invariants par T", T™ a au moins n mesures ergodiques invariantes. Ceci
implique par (iii) que la dimension de 'espace propre associé a la valeur propre
1 est égale an, et donc pour tout i tel que rang(Il; ;) # 0, A} = 1. Donc n est un
multiple de L;.

On a donc établi I'existence d’une partition de M; en L; éléments permutés
cycliquement par T3 | et sur chaque élément W de la partition, T*i est ergodique.
En fait, elle est méme beaucoup plus: 11 est clair que 1 est I'unique valeur propre
de module 1 de la restriction de 'opérateur PLi a L (W), de plus elle est simple.
Pour tout g € Ly, et [ € LLW d’intégrale nulle on a PfTywh = Qf 1wh, donc

‘/fgoTthduw’ = ‘/gPLft(thW)dm
< ||g||oo||Qthfhflw||1H—o>OO

car Q'f — 0 dans L. lorsque t — oo. Donc (W,T%i jy ) est mélangeant. En
outre, () est de rayon spectral (sur B) strictement inférieur a 1 donc il existe
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p <1 tel que |Q"||zm) < p' pour tout t assez grand. Si 'on suppose de plus que
fIwh € B, on obtient

] / fogoTthduw‘ < NglallQ " Fh L s
< NollllfALwllsp™".
]

On établira au chapitre 6 des conditions qui permettent d’appliquer un théoreme
de Ionescu-Tulcea et Marinescu, assurant l’existence d’un trou spectral pour des
applications du type de celles citées dans l'exemple 2.1.1. Toutefois, il est des
transformations ou ce trou spectral n’est pas attendu. Ce sera le cas pour les
applications intermittentes traitées au chapitre 5. Mais méme dans ces cas-la,
une approche spectrale indirecte permet de donner des résultats. La technique
employée consiste a considérer le systéme induit sur un certain sous-ensemble,
qui lui est susceptible de posséder un trou spectral [Tha80, You97].

Par ailleurs, I'approche spectrale demande une structure assez rigide afin de
fonctionner (espaces de Banach, injections compactes). Un autre point délicat est
la connaissance de la mesure conforme. En effet, elle est généralement nécessaire
pour travailler avec des classes d’équivalence de fonctions (sous espaces de L. ).
Nous utiliserons au chapitre 4 une méthode alternative qui permet de construire
dans le méme temps la mesure conforme et la densité. Plutot que de considérer
des classes de fonction presque partout égales par rapport a une mesure conforme,
d’autres approches ont été utilisées avec succes; citons [BK90] ou grace au ca-
ractere unidimensionnel du probleme il suffit de négliger des ensembles dénombrables.
En dimension supérieure, I’entropie topologique apparait comme une quantité
pertinente pour “mesurer” les ensembles (voir par exemple [Buz97)).
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Chapitre 3

Statistique asymptotique

Ici on s’intéresse aux pendants de certains théoremes de probabilités dans le
domaine des systemes dynamiques.

3.1 Moyennes temporelles d’observables

3.1.1 La loi des grands nombres

Citons tout d’abord le théoréeme ergodique de Birkhoff-Kinchin (voir par
exemple [Par81]).

Théoréme 3.1. Pour tout ¢ € L*(u), la moyenne temporelle de o existe presque
partout et dans L. C’est-a-dire

n—1
1 1
—Spp = — Tk — ).
~ S nkzgsoo —

Ou la convergence a lieu presque partout et dans L' vers une limite b € L.
Clairement, 1 est invariante et p(v) = p(p).

Ce théoreme est extrémement utile pour 1’étude de systemes dynamiques. On
I'utilise souvent aussi sous la forme suivante

Corollaire 3.2. 5il’on suppose que la mesure | est ergodique, alors les moyennes
temporelles et d’ensembles sont €gales

1
Sy — uly)-
L’hypothese ergodique de Boltzmann propose de considérer un systeme de
particules (par exemple un gaz) comme étant ergodique. Cette hypothese est
mathématiquement démontrée pour certains Billards.
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3.1.2 Théoréme central limite

La limite ergodique donnée ci-dessus traduit une sorte de loi des grands
nombres. Par conséquent, si les variables aléatoires sont (suffisamment) indépendantes,
les fluctuations des sommes ergodiques autour de la limite sont Gaussiennes,
d’amplitude y/n. C'est ainsi que le théoréeme de la limite centrale apparait dans
le contexte des systemes dynamiques. Si 'on définit pour une observable ¢ € Li
I'intégrale d’autocorrélation

Cn(p) Z/sooT”stu— (/@du)Z,

n—1
la somme temporelle S,¢(x) = Z @ oT'z, et la variance asymptotique de S, ¢
=0
0% = Colp) +2)_ Cule), (3.1)
n=1

on dira que ¢ satisfait le théoreme de la limite centrale si o, # 0 et

. Spo(x) — nu(p) 1 /y 9
< — .
nhm " {x | Tn Yo = o | exp(—t~/2)dt

Lorsque ¢ satisfait le théoreme de la limite centrale, alors si I'on renormalise le
temps, on peut montrer que le processus ainsi construit converge faiblement a
la mesure de Wiener. Le systeme apparait donc de ce point de vue comme un
mouvement Brownien.

Si la série dans ’équation 3.1 converge absolument vers une valeur non nulle et
que T} converge presque partout vers 1(p), alors le théoreme central limite est
vérifié (voir [Liv96]). Ceci est toujours vérifié pour les observables dont la vitesse
de décroissance des corrélations est sommable. La vitesse de décroissance des
corrélations joue aussi un role crucial pour quantifier la relaxation a I'équilibre.

3.2 Apparition d’événements rares

Dans cette section nous allons établir la distribution limite des temps de retour
dans un voisinage. Ce type de questions a été envisagé entre autres par Pitskel,
Collet, Galves et Schmitt. Les résultats que I'on donne ici sont dans 'esprit de
[GS97]. Toutefois leur application a des systémes concrets demande un peu plus
de travail, ceci étant en partie du au fait que 'on regarde des quantités localisées
autour d’un point, et que le comportement limite dépend fortement de ce point.

Le champ d’application des théoremes qui suivent est tres divers. Le parti a
été pris de donner des hypotheses assez abstraites, ce qui permet de traiter de
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nombreux exemples de systemes dynamiques. En particulier, tous les systemes
considérés dans ce travail vérifient les hypotheses.

On considére un systeme dynamique (X,7T,u). Le Théoreme de Kac 1.4 nous
dit que pour tout mesurable U de mesure positive, si pu est ergodique alors
I’espérance conditionnelle de 7 —le temps de premier retour dans U— sachant
U est finie, égale a 1/u(U). Sous une hypothese assez générale, il est possible
d’obtenir des renseignements plus importants sur la distribution de 7y lorsque U
est “petit”. Posons a cet effet ¢(U) = sup,, |c(k,U)|, avec

c(k,U) = py(ty > k) — u(ty > k).

On a alors le théoreme suivant (par définition ¢(U) < 1)
Théoreme 3.3. La distribution des temps de retour normalisés dans le voisinage

U différe au plus de la loi exponentielle de d(U) = 4u(U) + ¢(U)(2 — log ¢(U)),

c’est-a-dire
(> ) =L o (> ) -
supmax < || > —— | —e |, \pw | v >—=] —¢
120 mU) u(U)
Remarque 3.2.1. Remarquons que cette méthode ne donne pas d’estimation sur
les densités, mais seulement sur les distributions. En fait tant que p(U) est posi-
tive, la loi des temps de retour est discrete, donc singuliere par rapport a la mesure

de Lebesgue. Ceci nous permet d’obtenir une borne inférieure pour la vitesse de
convergence. Plus précisément, on a pour tout entier k > 0,

} < d(U).

EpU = |H(7—U > k) — e_k“(U)| + ‘u (v > k+1/2) — e_(k“/z)“(U)‘ >

En particulier, eoy > (U) /4.

Preuve. [Remarque 3.2.1] Soit k > 0 un entier. Comme 1y ne prend que des
valeurs entiéres, la distribution pour t = k/u(U) et t' = (k4 1/2)/u(U) est la
meéme, donc

eru > lexp(—ku(U)) —exp(—(k +1/2)u(U))]
> exp(—ku(U))(1 — e #U)/2)
e~ ku(U)
> u(U).

]

Preuve. [Théoréme 3.3] Soit U un ensemble mesurable de X, de mesure positive.
D’apreés la relation 1.1 on a pour tout k > 0

pwro > k) = plro >k —1) = p(U)po (v > k—1)
= o >k—=1) = pU) (v >k —1) + c(kU))
= (v > k=11 —p)) = pU)c(k,U).
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Une récurrence immédiate donne alors
k
w(ry > k) = (1 — U)> c(U) (1 = p(U))F.
7j=1

On a pour tout t > 0, en posant k; = [t/u(U)]
(1 > ke) = (1= p(U))*| < u(U) Z |c(G,U)| < te(U). (3.2)
Soit alors z = —logc(U), et k, = [2/u(U)]. On a
(1= p(U)* < e 0 < e(U)e"™) < e(U) + 2u(U),

et de plus pourt > z

(g > k)
(1= p(U))™ + zc(U)
2u(U) + ¢(U)(1 —log c(U)).

p(my > k)

INIA A

On obtient donc la majoration suivante, pour tout t > z
(o > k) — (1= p(U))*| < 20(U) + c(U)(1 —log c(U)).

Et pour t < z cette derniere estimation est vérifiée en appliquant I'inégalité 3.2.
On montre alors par un petit calcul que

(1= p(U))* = e™'| < 2u(U),
on obtient que pout tout t > 0
(1o > ki) — ™! < 4u(U) + c(U)(1 — log ().
Ce qui prouve la premiére partie du théoréme. Comme de plus
\po (T > ke) — plro > k)| = |e(k,U)| < e(U),
on obtient que pout tout t > 0

‘IUU(TU > ky) — e’t’ < Au(U) 4+ c(U)(2 — loge(U)).
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Nous avons choisi dans le théoreme 3.3 de donner des hypotheses générales
permettant d’établir la loi exponentielle, a savoir que d(U) < 1, en particulier,
il faut que p(U) < 1. Toutefois, la quantité ¢(U) peut paraitre un peu obscure,
¢’est pourquoi nous allons maintenant donner un critere permettant de majorer
c(U). Ce genre de condition est une généralisation de la “self-mixing” condition
introduite par Hirata [Hir95].

Lemme 3.4. Soit U C X wun ensemble mesurable. Alors on a la majoration
suivante

c(U) <inf{an(U) +bn(U)+ Nu(U)| N € N}.

ot les quantités précédemment citées sont définies pour tout N par

an(U) = w(UT—jU) (= (0 < N)),

by(U) = sup sup [ug(T~NV) = pu(V)].
IeN Veo ()

oud ={U,U} etU, = T-*U.

Remarquons que b N(U ) est borné par a(N) si la partition U est a-mélangeante,
et par 7(N)/u(U) si elle est uniformément mélangeante avec vitesse 7. Toutefois,
dans ce dernier cas on a une borne intéressante uniquement lorsque (V) est
sommable, & cause de la compétition entre y(N) et Nu(U).

Pour simplifier, on peut dire que la loi exponentielle est vérifiée lorsqu’il existe
N assez petit tel que la proportion de points qui arrivent dans U avant N fois
est négligeable, mais assez grand pour que TNU soit uniformément réparti.

Preuve. Soit N € N. Si k < N, on majore simplement c¢(k,U) par

(o (to > k) — plro > k)| = |pu(to < k) — p(ro < k)|
< Jur(o < k)| + |plrr < k)|
< an(U)+kpU) <an(U)+ Nup(U).

Sinon, remarquons tout d’abord que {7y > k} et {ry o TV > k — N} different
seulement sur {7y < N}, et par hypothése

(> k) — pu(ry o TV > k — N)| < py(ry < N) = an(U).
De plus

(g o TN >k — N) — p(ty > k— N)| =
(TN > k= N)) = plry > k= N)| < bu(U).
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Mais {1y > k — N} et {7y > k} different seulement sur {7y o T*"Y < N}, par
conséquent
lu(ry >k = N) = (o > k)| < p(ry o TN < N) = p(ro < N) < Nu(U).
D’ou finalement quel que soient k,N € N
lww(tu > k) = p(ry > k)| < an(U) +bn(U) + Np(U).
Ce qui termine la démonstration, N étant arbitraire. O

Nous allons maintenant nous intéresser a la distribution des temps de retour
d’ordre supérieur. Pour cela, définissons le k™ temps de retour dans U par

T(k)<l') _ 0 sik= O,
v mu(x) + 7@ () sik > 1.

Remarquons que la différence entre deux temps de retour consécutifs T,(JK) et
(K+1)

Ty suit la méme loi que le premier temps de retour, pour la simple raison que
(K+1) _ _(K) _ o
Trr -7y =Tyol

et la mesure induite sur U est invariante pour I'application induite 770 sur U.

Théoréeme 3.5. Soit U C X un ensemble mesurable, et U = {U,U} la par-
tition associée. Supposons que (X, T.U,u) est uniformément mélangeant ou -
mélangeant. Etant donné un entier K et un pavé Qi du quadrant positif de
RE | les différences des temps de retour successifs dans U, normalisées, sont
indépendantes a f(K,U) pres, c¢’est-a-dire que l'inégalité suivante est satisfaite:

K
2 Q) (K)  _(K-1) 1 e K
) - 7". M - e TN - Zd
MU ((TU T — Ty T ) M(U>QK> o J:ll e Sids

< f(K,U).

(3.3)

Ou f(K,U) est définie selon le type de mélange par (voir le Théoréme 3.3 pour
la définition de d(U))

() Si (X, T,u) est a-mélangeant pour U, avec « la vitesse de mélange de la
partition®, alors

f(K,U)=K (3d(U) +J\i}éf1\1{o‘<M) +3MM(U)}) :

1. En fait, on utilisera la propriété d’a-mélange uniquement sur certains ensembles,
précisément, on s’intéresse seulement a:
p(RNS)
p(R)

o/ (N) = sup { ‘ — ,u(S)‘ ‘ iNeENReU;T'RCUYV € TjNL{oo}.
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(v) Si la partition U est uniformément mélangée par (X, T,1) avec une vitesse
v alors

V) = K [4dU) +  inf {Z%l (2 ~ Klog Z%l) + SMM(U)}

Y(M)<pu(U)?

Notons que I'on suppose seulement une hypothese de mélange sur une parti-
tion U particuliere. Si le systeme possede une partition Z (non nécessairement
a deux éléments) uniformément mélangeante avec une vitesse 7z, alors pour un
cylindre U € Z, de taille n la partition Y = {U,U¢} est aussi uniformément
mélangeante, avec une vitesse v, (M) < vz(M — n).

La preuve de ce théoreme s’inspire de la méthode utilisée dans [CG93]. Les
différences sont les suivantes: 1) U est un ensemble quelconque. 2) On garde
la trace des estimations faites, afin d’obtenir une majoration de l'erreur. 3) On
obtient encore une estimation lorsque le systeme est seulement uniformément
mélangeant, toutefois celle-ci est intéressante uniquement lorsque /(M) est
sommable.

Preuve. Remarquons que si I'on dénote I'application induite sur U par F' =T
alors quel que soit k € N,

Tékﬂ) — l(]k) =Ty o F*.
Posons 1, = (ty,7p o F,--- 7y o F*1). Il faut montrer que I'inégalité 3.3 est

satisfaite, ce que 'on va faire par récurrence sur K.
Pour K =1, le Théoréme 3.3 s’applique et donne, en posant Q1 = [u,v],

oty € ual) — | S = (e > ) — ol > ) — (7 — o) < 2d(U).

Supposons l'inégalité 3.3 vraie pour K. Montrons alors qu’elle reste vérifiée

pour K + 1. Soit [r,s] la projection de Q1 sur la derniére coordonnée et pour
k=KK+1,

Dy=Unt( Q).

1
u(U)
Quel que soit M € N, I’ensemble défini par

Ex(M)=Dxgn{zeUlryoT" o F¥(z) € [r,s]/u(U) — M}

vérifie les inclusions suivantes

Exo(M)N{myo F¥ > M} C Dgy1 C Ex (M) U {7y 0 FX < M}.
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Par le Théoreme 3.3 on montre que les deux ensembles qui bornent D 1 différent
peu:

(o o FE < M) = py(tg < M) <1 —e™ M) L q(U) < Mu(U) + d(U).
Donc on obtient la premiére estimation
b (Dg41) = o (B (M) < Mp(U) + d(U). (3.4)

Montrons ensuite que py(Ex1(M)) suit la loi annoncée. On décompose les en-
sembles Ex1(M) selon Aj, = U N {T((]K) =j}. Ona

[r5]

Exa(M)N AL = D n Al nT~ M) r, ¢ (0]

~ M),

On peut maintenant utiliser le mélange avec R = Dy N AJ['( € o) et S =
T-M+) L1, € [r,s]/u(U) — M}. Selon le type de mélange, on va avoir deux esti-
mations possibles:

(a) Si la partition U est a-mélangeante:

[r,s]
n(U)

Une sommation sur toutes les valeurs j possibles de 7%) donne

e (Excn (M) 0 A%) = s (Die 0 Al € 21— M| < a(M)jugr(Die 1) A).

[rs]
|10 (Exc1 (M) = po (D) p(7u € 0] M)| < a(M)py(Dg) < a(M). (3.5)
Or le Théoréeme 3.3 entraine que
[rs] - [r5] s
€ 5 = M) = (7 =) <l € 02 — (e =)+ 2M (V)

< 2AMuU) + d(U)).

Revoyons les approximations eftectuées, avec les erreurs commises a chaque fois:

no(D1) — pw(Bxa(M)) = py(Di)p{ry € gh = M} — py (D) (e —e™)

l l !
Mu(U) +d(U) a(M) 2(Mu(U) +d(U))

Donc on trouve finalement que la différence

K+1

por (D) — / [ e sas™*

Qr+1 j—1

(3.6)
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est bornée par la quantité f(K,U) +3MuU) + a(M) + 3d(U). Comme ceci est
valable pour tout M, et de plus f(1,U) < 2d(U), I'inégalité 3.3 est satisfaite avec

FKU) =K (Bd(U) + inf {a(M) + 3MM(U)}> .

(v) Si la partition U est uniformément mélangée:
Dans ce cas, on considére seulement les entiers M tels que v(M) < u(U)?. On va

v (M)
,U(U)Q > (0. En

tout d’abord se ramener au cas ot Qi C [0,2]¥, pour z = —log

effet,

K
Qi \ [0,z C [ JRE " x]z,00] x REH,
k=1

Ce qui implique

no () € Qe \ [0,2%) < 3 (™ = 7P > 2/u(U)

= Kupu(tv > z/p(U))
< K(e*+4d(U)),

en appliquant le Théoréeme 3.3. Par ailleurs,
K - K K .
/QK\[&Z}ng ids™ < ;/Ri_lx]zm]wf_kge ids™ < Ke ”.
On aura alors, en décomposant selon
o (p(U)x € Qi) = po(u(U) i € Qi N [0,2]") + p(p(U) i € Qi \ [0,2]%),

f(KU) < K(2e7*4+d(U))+ f(K,U) ou f'(K,U) est le maximum de la différence
3.3 pour les pavés Qi C [0,2]%. Pour conclure, il suffit maintenant d’estimer
f'(K,U). Grace au mélange uniforme il vient

. . M
i Erea (M) 1 44) = o Die 0 At € sl u(0) = 20 < 2.
Aprés une sommation sur toutes les valeurs j possibles® de (%),
K2y (M)

b (Ex+1(M)) = po(Dr)plru € [rs]/u(U) = M)| < D)2

2. comme Qg C [0,2]%, le K™ temps de retour est inférieur & Kz et prend donc au
maximum [Kz] valeurs différentes.
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Le méme calcul effectué aprés I'estimation (3.5) (ou maintenant o(M) est rem-
placé par Kzvy(M)/u(U)? dans I'inégalité (3.5)) permet la majoration f'(K +

M
1,U) < KZ:((U)Z) +3(d(U) + Mu(U)). Donc pour tout M,

/ 227(M)
FKU)< K o 3K (d(U) + Mu(U)).

M étant arbitraire, notre choix de z entraine que l'inégalité 3.3 est vérifiée avec

FKU) = K |4d(U) +  inf {Z%l (2 ~ Klog ZE%Z) + 3MM(U)}

Y(M)<p(U)?

O

Nous allons maintenant donner le résultat le plus important de ce chapitre,
qui est la statistique de Poisson des retours successifs. Soit N(¢) par le nombre
de passages dans U au temps normalisé ¢,

N(t) = sup {K > 0|79 < t/u(U)}.

Alors N(t) est une variable aléatoire discrete, dont la loi est proche d'une loi de
Poisson, plus précisément, on a le théoreme suivant :

Théoréme 3.6. La distribution du nombre de passage N(t) difféere de la loi de
Poisson au plus de

p(N () = K) = e

avec pour tout k g(t,k,U) = (12t*/k + k*) / f(k,U).

Preuve. C’est une conséquence de la quasi-indépendance des différences des temps
de retour successifs établie au Théoréme 3.5. Remarquons pour commencer que

(N = K) = o ({n&“ <Y > ﬁ})

= pu () <t/p(U)) — py (75D < t/u(U)) .

II suffit donc de calculer la mesure des points dont le k'™ temps de retour est
inférieur a t, pour k égal & K et K 4+ 1. Comme le k'™ temps de retour est la
somme des différences des temps de retour consécutifs, et que ces derniers sont
presque indépendants et exponentiellement distribués, on va pouvoir retrouver
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une loi de Poisson. En effet, si 'on pose Li(t) = { (s1,... ,s) € R’_ﬂ s+ -+ s, <t}
et

k
Pult) = /L ()He_sidsi
k(T

i=1
alors on peut montrer par récurrence que Py(t) = 1— ZZ;E %e_t : C’est vrai pour
k =1, et le passage de k a k + 1 est assuré par

k—1

t ' t—s)"
Pk+1(t) = / @ Sk+1 Pk:(t — Sk+1>d3k+1 — / e s (1 _ ( ~ ) ot | ds
0 0 —~ !

k-1

t _ n
= l—et—¢et / uds

—~Jo n!
k
t"
= 1— E —'e t.
"0 n:

Ce qui donne donc le résultat classique pour les variables aléatoires indépendantes
tK
exponentiellement distribuées, a savoir P (t) — Px11(t) = Fe’t.
La difficulté ici provient du fait que la distribution de T8 pest pas une
mesure a densité, et que le Théoréme 3.5 assure une faible dépendance des temps
de retour successifs uniquement pour les pavés, alors qu’il faudrait ’avoir sur les

ensembles Ly (t). On va donc discrétiser le probleme.

g2

1
t

FIG. 3.1 — Partition du cube [0,t]F pour k = 2. ¥, est l'union des carrés pointillés
et A l'union des rectangles grisés Ry (Qy).

On peut supposer que f(k,U) < 1, sinon il n’y a rien a montrer. Ainsi I’en-
tier N défini par N = [k/f(k,U)*"] est supérieur a k. On considére le pavage
uniforme de [0,t]* par des cubes de coté t/N. Soient A I'union de ces cubes



40 CHAPITRE 3. STATISTIQUE ASYMPTOTIQUE

Qy contenus dans l'intérieur de Li(t), pour lesquels pour tout (sy,...,Sx) € Qk,
Zle s; < t et ¥ ceux qui touchent le bord, i.e. 'union des cubes @y tels qu’il
existe (s1,...,5k) € Q avec Zle s; = t. On reprend la notation vectorielle des
différences des temps de retour 7, introduite dans la preuve du Théoréeme 3.5.
Alors

k

R e N |
Lk(t)

i=1
< po (e E — / He Sidgk + po (g E / He Si gk
Ak Py =1

< &+@+@

Pour estimer 6,, notons 11 la projection sur les k—1 derniéres coordonées. alors les
ensembles Ry (Qx) = {Q). € AgII(Q),) = II(Qx)} sont des pavés, et leur nombre
est majoré par N*=! (voir la Figure 3.1). Pour chacun de ces pavés le Théoréme
3.5 donne une erreur inférieure a f(K,U), et donc on trouve que 6, < N*=1f(k,U).

Pour 6; et 65, notons C']’ﬁ, le nombre de cubes contenus dans >j. Le calcul
combinatoire qui suit nous donne CX, < 6 N*~1: On suppose pour simplifer que
t = N. Alors les cubes sont de la forme [[}_,[ni,n; + 1] avec n; = 0,1,..,N — 1.
Ceux contenus dans ¥, vérifient en outre N — k < Zle n; < N. Soit alors A’;
le nombre de k-uplets d’entiers dont la somme est égale a p. D’apres la condition
sur la somme des n;, il est clair que C% < 25_1\, ki1 AE. Or une estimation de
séries algébriques donne A < (p+k —1)*'/(k —1)!. Donc

N
k—1)1 _ (2N)F!
ko< (p+ <k < GNFT.
S (k-1 — w—lﬂ—G
p=N—k+1

Pour chaque cube Q) C X le Théoreme 3.5 donne

(T € Q1) < He-s ds* + f(k,U).

Qk j—1

En sommant sur tous les cubes contenus dans Yy, il vient 5y < 6N*1 f(k,U) + 6s.
En outre I'intégrale H ~Sids* est bien siir majorée par le volume de Q;, égal
a (t/N)* ce qui donnik(;?) 1§ 6N*~1tk /N*. On en déduit donc que

§ <01+ 0y + 65 < N UF(RU) + 12t%/N.

D’apres le choix de N, on trouve finalement que § < (12t*/k + k*) f(k,U). O
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Nous avons vu comment estimer I’erreur commise entre la loi de Poisson et la
distribution du nombre de passages dans un ensemble satisfaisant certaines hy-
potheses. On peut aussi se demander si la limite des distributions est exactement
une loi de Poisson lorsque u(U) — 0.

On peut par exemple considérer une suite décroissante de voisinages U, (z)
d’un point z € X donné, telle que u(U.(2)) — 0. On dira alors, en suivant Hirata
qu’un tel point z suit une loi de Poisson lorsque la limite de la distribution est
une loi de Poisson. C’est ce qui est effectivement montré dans [Hir93] pour les
difffomorphismes de I’Axiome A, et dans [Hir95] pour des points “self-mixing” des
systemes ¢-mélangeants. On montrera aux chapitres 5 et 6 grace aux Théoremes
3.3 et 3.6 qu’une telle statistique est vérifiée pour des applications qui en général
ne sont pas p-mélangeantes.

En général, il se peut que cette statistique dépende de la suite de voisinage
que l'on considere: Pour un systeme dynamique mesurable muni d’'une partition
&, il est naturel de considérer des voisinages cylindriques. Dans le cas d’endomor-
phismes d’espaces métriques, les candidats naturels pour les voisinages seront
plutot des boules ouvertes.

On peut ainsi dire que les temps de retour d’un systeme vérifient la statistique
de Poisson si presque strement tout point vérifie cette statistique, avec comme
voisinages les cylindres ou bien les boules. Remarquons qu’a priori le type de
voisinage est important (simplement parce que la vitesse de mélange est fortement
influencée par la “forme” des ensembles).

De fagon intuitive, le théoreme précédent nous dit qu’un systeme fortement
chaotique (avec décorrélation rapide) suit une loi de Poisson. Une éventuelle
réciproque a ceci serait tout a fait intéressante. Des études numériques tendent
a pousser en faveur de cette hypothese. De plus, la méthode récemment mise en
oeuvre par Young pour étudier des systemes faiblement hyperboliques fait net-
tement apparaitre le lien étroit existant entre les temps de retour et la vitesse
de mélange. Toutefois, une différence essentielle réside dans le fait que 'appli-
cation induite doit posséder de fortes propriétés de mélange, mais il ne serait
pas étonnant qu’une statistique riche de la récurrence implique de fagon assez
générale un tel mélange.
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Chapitre 4

Systemes recouvrants

Ce chapitre est basé sur un article [LSV96], Conformal measure and decay of
correlations for covering weighted systems écrit en collaboration avec C. Liverani
et S. Vaienti, a paraitre dans Ergodic Theory and Dynamical Systems.

4.1 Applications monotones par morceaux

Soit X un ensemble non dénombrable, completement ordonné. On le munit
de la topologie des intervalles (voir 'annexe A).

Avec la o-algebre B(X) des boréliens, X est un espace mesurable. Soit B(X)
Pensemble des fonctions de X dans R mesurables bornées.

Définition 4.1. T : X — X est une application_monotone par morceaur ssi il
existe une partition au plus dénombrable’ Z de X en intervalles telle que pour
tout Z € Z, T(Z) soit un intervalle et T : Z — T(Z) soit continue et strictement
monotone.

Remarque 4.1.1. Le fait que l'image de chaque intervalle Z € Z soit encore
un intervalle est appelé la propriété de Darbou.

Cette propriété de Darboux est tres importante, car c’est elle qui assure la
conservation du caractere unidimensionnel du systeme. On pourrait penser a ce
stade que les applications monotones par morceaux sont tout simplement des
applications de l'intervalle. En fait, il y a un réel intérét a rester dans le cadre
abstrait des espaces ordonnés. Premierement, on ne sera pas tenté d’utiliser la
structure différentiable de R, qui n’est pas nécessaire ici. De toute facon, le fait
d’étre sur un intervalle réel ou pas est pertinant pour la mesure de Lebesgue
uniquement, et notre intention est d’étudier d’autres mesures de référence. De
plus, on peut considérer le cas ou X C R est I’ensemble de Julia d’un répulseur,
de dimension non entiere.

1. Notons qu’ici on autorise un nombre infini d’intervalles de monotonie, contrairement a
d’autres définitions présentes dans la littérature.
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Enfin, il est possible par un artifice d’obtenir la propriété de Darboux dans
des systemes ou celle-ci n’est pas attendue, et qui intrinsequement ne sont pas
du tout unidimensionnels:

Exemple 4.1.1. On considére le sous-décalage de type fini (X4,0) sur lalphabet
ordonné A, avec A la matrice de compatibilité. On munit 34 de ['ordre lexico-
graphique (voir l'annexe A). Soit Z la partition de ¥4 par les cylindres de taille
deuz, i.e. Z = {|ab]|a € Ab e A}. Alors (¥ 4,0) est une application monotone
par morceaux, et la propriété de Darboux est vérifice pour la partition Z.

On notera MT()? ) Pensemble des mesures de probabilités sur X invariantes
par T. Considérons alors un potentiel ¢ : X — R U {—oco} (voir le chapitre 2
pour plus de précisions) tel que le poids g = exp(y) soit a variation bornée sur
X (voir I'annexe A) et Y gezSUpy g < 0.

On peut définir 'opérateur de Perron-Frobenius du systeme pondéré ()A(/ 1)
agissant sur les fonctions mesurables bornées h € B ()? ) par:

Ph(z)= Y gy)h(y). (4.1)

yeT—{z}

On supposera que le systeme pondéré ()N( T ) est recouvrant (c’est une sorte de
mélange topologique, voir la définition 4.4).

4.2 Propriétés dynamiques

4.2.1 Présentation

Les mesures invariantes absolument continues par rapport aux mesures confor-
mes, pour les applications unidimensionnelles devraient conserver des propriétés
similaires aux mesures de Gibbs pour les systemes axiome A [Bow75, Rue78,
PP90].

C’est pourquoi 'on s’attend a ce qu’elles vérifient de fortes propriétés sta-
tistiques (décroissance exponentielle des corrélations, théoreme limite central,
principes variationnels) et que leur comportement local permet une description
fractale et multifractale complete.

Toutefois, la construction des mesures conformes semble problématique. On
renvoie a U'introduction de [DU91] pour une description détaillée des méthodes
employées pour construire ces mesures.

Pour les systemes considérés dans ce chapitre, trois méthodes sont disponibles.
Soit on regarde la mesure conforme comme un point fixe du dual de I'opérateur de
Perron-Frobenius (voir le Théoreme 2.2). Dans ce cas, il faut que 'opérateur agisse
sur les fonctions continues, ceci est possible par ’adjonction de nouveaux points
[Wal78a, HK82a, HK82b]. Dans une autre approche inspirée par Patterson [Pat76]
et développée dans [DU91], la mesure conforme est obtenue comme un point
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d’accumulation d’une suite de mesures construites en pondérant les puissances de
I'opérateur de Perron-Frobenius. Une fois la mesure conforme obtenue, on regarde
les propriétés spectrales de 'opérateur de transfert sur un espace de Banach
judicieusement choisi (typiquement, les fonctions Hélder continues, Zygmund, ou
bien a variation bornée); Par un théoréme de lonescu-Tulcea et Marinescu (ou
directement par compacité) la densité de la mesure invariante est obtenue (on
trouvera dans [Kel89] une revue exhaustive de ces méthodes). Mentionnons enfin
la these de Baladi [Bal89], ou par une méthode inspirée par [Kel89], un trou
spectral pour l'opérateur implique a la fois I’existence de la mesure conforme et
une décroissance exponentielle des corrélations.

L’originalité du présent travail se situe dans la méthode employée. En itérant
I'opérateur, on obtient (Théoremes 4.1 et 4.2), au méme moment, la mesure
conforme, la densité de la mesure invariante, et une estimation constructive sur
le taux de décroissance des corrélations. Cette approche unifiée fonctionne aussi
dans le cas de transformations avec un nombre infini de branches inverses. De plus,
on obtient une caractérisation variationnelle de la mesure invariante (Théoreme
4.3).

Notre méthode n’est pas basée sur des arguments de compacité. On construit
une pseudo-métrique (de Hilbert, voir I'annexe A) sur un sous-ensemble de fonc-
tions a variation bornée, pour laquelle 'opérateur devient une contraction. De
plus, on peut estimer ce taux de contraction, qui donne alors une borne sur la
décroissance des corrélations. On obtient alors la mesure conforme et la densité
par les limites suivantes:

P"h

h) = lim = 4.2
v(h) = lm —=, (4.2)
P
he = i
nmoo (P71)

Remarquons que dans les constructions habituelles, la premiere étape consiste
a prouver l'existence de v, et 'on montre ensuite qu’elle vérifie la limite (4.2).
Au contraire, on prouve directement que cette limite existe, sans étudier explici-
tement l'opérateur dual.

Une autre particularité de notre méthode réside dans la simplicité avec la-
quelle on peut traiter les discontinuités (on les ignore, voir définition 4.2), com-
parée avec d’autres approches dans la littérature (doublage de ces points, classes
d’équivalences) qui deviennent problématiques avec un nombre infini de discon-
tinuités.

Pour conclure, cette méthode se révele particulierement puissante pour trai-
ter des transformations avec un nombre infini de branches, ou peu de résultats
existent [BK90, Bro94, Bre96]. Ces travaux sont menés pour des systémes qui
ne sont pas nécessairement recouvrants, ni méme transitifs. En particulier, dans
[Bre96] on considere les sous-décalages avec alphabet infini; dans [Bro94] seule
la mesure de Lebesgue est considérée. Dans [BK90] des résultats spectraux sont
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donnés (sans faire référence aux mesures conformes), alors que dans [Ryc83] de
tels résultats sont donnés en supposant ’existence de la mesure conforme.

Notons qu’une fois que le résultat sur la décroissance des corrélations est ac-
quis, le théoreme limite central pour les observables a variation bornée en découle
immédiatement (voir [Liv96]). Par ailleurs, on est capable d’établir un principe
variationnel, ce qui est un résultat nouveau pour de tels systemes.

4.2.2 Résultats

La classe de systemes dynamiques considérés sera rigoureusement définie dans
la définition 4.4 ci dessous. On les appelle “recouvrants” car ils vérifient une sorte
de recouvrement topologique, qui rappelle les matrices éventuellement strictement
positives issues des partitions de Markov.

Ces systemes ont été introduits dans [Col84] (applications dilatantes sur un
nombre fini d’intervalles) et [Liv95b] sous le nom de “covering”, afin d’obtenir une
estimation du taux de décroissance des corrélations, pour une mesure absolument
continue par rapport a la mesure de Lebesgue. Toutefois, une méme analyse est
possible pour les autres états d’équilibres [Sau95].

Ici on va diminuer I’hypothese de “covering” pour permettre des applica-
tions avec un nombre infini de branches, et ’hyperbolicité supposée dans [Col84,
Liv95b] sera plus généralement donnée par une hypothese sur le potentiel (voir
remarque 4.2.1).

Définition 4.2. Soit D [’ensemble de discontinuités de [’application monotone
par morceauz T, ['union des points extrémauz de Z, Z € Z. Soient W [’ensemble
singulier de T et X définis par

wo= |Jr*JD,

k>0 §>0

X = X\W.

Notons que W est dénombrable et invariant (T'W =W = T(W)). On munit
X de la topologie donnée par les intervalles (l'ordre sur X est la restriction de
Vordre de X ). Notons que T'(X) C X.

Notation. Soit 2, = {Z N X,Z € Z}. Pour n > 1 on dénote par Z, la

partition \/;:01 T—'Z,, la partition de X sur laquelle 7™ est monotone et continue
(en fait, T est continue sur X). Notons que, par construction, Z, consiste en
intervalles ouverts (dans la topologie de X) non vides.
Définition 4.3. Soit ¢ : X — RU {—o0}. On définit pour tout entier n > 1,
gn=exp(p+poT +---+po T”_l). On dira que @ est un potentiel contractant
S%

(i) g1 est a variation bornée (définition A.9) sur X,

1) S1 = sup g1 < 00,
(ii) Si Z P g1

ZeZ
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(ii) 3ng € N sup gp, < inf P™1,
X X

Remarque 4.2.1. On définira p(p) la pression topologique de ¢ par une li-
mite (définition 4.5). On verra alors que dans notre cas, p(¢) est donnée par

lim —log P"1(x) pour tout x € X. Ensuite on montrera (Théoréme 4.3) qu’il
n—oo M,

s’agit bien d’une “pression topologique”.
L’hypothese faite sur le potentiel est I’analogue de [’hypothése usuelle sup o <
p() (voir [DKU90, DU91J).

Preuwve.

1
supp < p(p) = Ing €N supp < —logi?(f Pl
1o
= dng € N exp(nosupp) < i%f pmol

Sup Gny

— dpgeN —PIno
1o infy Prol

]

Définition 4.4 (systéme recouvrant). On dira que le systéeme pondéré ()?,T,(p)
est recouvrant st T est une application monotone par morceaux, et pour chaque

intervalle non vide 1, il existe un entier N(I) ainsi qu’une constante C(I) > 0
tels que infx PN 1; > C(I).

Remarque 4.2.2. ()?,T,gp) recouvrant implique en particulier que pour tout in-
tervalle I C X il existe un N tel que TNT D X. A cause des discontinuités de T il
est naturel de considérer des systemes ou un intervalle recouvre tout l’espace ex-
cepté un ensemble dénombrable W aprés quelques itérations de [’application. En
fait, si un systéeme est recouvrant alors pour tout intervalle I ¢ X AN : TNI = X.
Si la partition est finie et @ est borné inférieurement, alors étre recouvrant est
équivalent a la propriété suivante VI C X AN : TNI = X (qui était appelée
“covering” dans [Col84, Liv95b]).

Si le systeme est recouvrant, tout intervalle ouvert doit contenir un ensemble
non-dénombrable de points, et la partition Z est génératrice.

Remarquons que pour des transformations avec une infinité de branches in-
verses, on ne peut pas étendre [’espace X en “doublant” les points de W, pour
rendre la nouvelle application T continue® (voir [Wal78a, HK82b] pour plus de
détails).

Les autres approches trouvées dans la littérature (classes d’équivalence de fonc-
tion [BK90] pour traiter les discontinuités améneraient de séveres difficultés tech-
niques. Au lieu de doubler ces points, on étudiera l’opérateur sur X.

2. Si x est un point d’accumulation de points de D, la limite a gauche ou a droite de T en
T peut ne pas exister.
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La définition des systemes recouvrant pondérés est inspirée par la classe de
systemes dynamiques suivants [Sau95], qui sont une généralisation naturelle des
endomorphismes dilatants étudiés dans [Col84, Liv95b]. Cette classe d’applica-
tions contient par exemple la transformation de Gauss définie par z +— 1/xmod 1,
mais la surjectivité de chaque branche de monotonie n’est pas nécessaire.
Exemple 4.2.1. Une application monotone par morceauzr T : X — X et un
potentiel qui vérifient les propriétés suivantes forment un systéme recouvrant:

(i) inf 7 exp(p) > 0 pour tout Z € Z.

(ii) quel que soit l'intervalle I C Z,, X peut étre recouvert par un nombre fini
de morceauz réquliers de TVI, i.e.

VnVI€ 2, AN 3T fini c Zyv{I} |JTVI=X
JeJ

(iii) Z est génératrice (\/.— Z, =B )

Preuve. Soit K C X un intervalle. Comme Z est génératrice, il existe un n et un
élément I € Z,, avec I C K. Mais par hypothese, il existe N et un ensemble fini
J C Zy tel que UyesTN.J = X. Par conséquent

PNIKZPNI[ZiI}ng.

Pour conclure, on prend C(K) = inf 7 gn. ]

I'exemple suivant démontre qu’il est quelquefois suffisant d’avoir I’hypothese
de recouvrement seulement pour une partition dans le cas d’applications dila-
tantes de l'intervalle [0,1].

Exemple 4.2.2. Soit X = [0,1), T une application monotone et CV) par mor-
ceauz, avec une partition Z finie®. S’il existe un entier K tel que inf |DTH| >
v > 2 alors*

vVl e 2, AN TVI() =X <= 3IN VIe Z, TN = X .

Preuve. On notera |I| la longueur d’un intervalle I.

Soit n > 0 et I € Z,. Par définition, Jy = T"I est un intervalle.

On a alors les trois possibilités suivantes :

(1) Jo contient un élément de Zy, donc TN = X.

(2) Jo est contenu dans un élément de Zx, donc J, = TX Jy est un intervalle
de longueur | J;| > ~v|Jo|,

3. Lorsque Z est dénombrable, on a encore (<) mais ce n’est pas suffisant pour avoir (ii) de
I'exemple 4.2.1. Toutefois, si par exemple {T'(Z),Z € Z} est composé d’un nombre fini d’inter-
valles, on peut encore montrer que I'assertion (ii) est vraie si la partie droite de ’équivalence
est satisfaite.

4. En particulier, cela implique que (iii) de 'exemple 4.2.1 est vérifié.
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(3) Jo intersecte deux morceaux Z,7' € Zk. Notons Jj le plus grand des
intervalles JoN Z et JyN Z'. TX est monotone sur J, donc J; = T J est encore
un intervalle, sa longueur est |J1| > 3|.Jo|.

On peut construire, en répétant le méme argument, une suite .J, qui satisfait
| Jel > (3)F|Jo| VE jusqu’a ce que (1) arrive. O

Définition 4.5. La pression d’un systéme recouvrant pour un potentiel contrac-
1
tant ¢ est donnée par p(p) = lim —logsup P"1. Notons que p(y) est bien définie
n—oo M X

puisque la suite logsup P"1 est sous additive.
X

Théoreme 4.1. Soit ()Z',T,cp) un systeme recouvrant pour le potentiel contrac-
tant . Soit X\ = expp(p). P (resp. P*) en tant qu’opérateur sur BV (X) (resp.
BV (X)*) posséde des éléments propres positifs (A\hy) (resp. (\,v)). De plus, pour
tout f € BV(X), A™"P"f converge exponentiellement vite vers v(f)h..
Remarquons que ce théoreme est obtenu sans aucune hypotheses de com-
pacité. Par contre, a ce point la v ne peut pas encore étre considéré comme
une mesure conforme. Si l'on veut exprimer ces résultats en terme de mesures
invariantes, il convient de faire une hypothese supplémentaire (une sorte de com-
pacité), qui nous permet d’utiliser le Théoreme A.5 de représentation des formes
linéaires positives sur les fonctions a variation bornée par des mesures. On peut
maintenant citer le résultat principal de ce chapitre:
Théoreme 4.2. Soit ()NQT,@) un systeme recouvrant pour le potentiel contrac-
tant @. Si les cylindres forment une famille compacte® , alors il existe une unique
mesure de probabilité invariante p, équivalente a une mesure eP)=¢_conforme
v sans atomes, et les corrélations décroissent exponentiellement vite® pour les
observables a variation bornée : Il existe A < 1 et C > 0 (donnés dans la preuve
du Théoreéme) telles que pour tout f € L,, et h € BV (X)

'/foT”hduw—/fdugo/ hdju,

Théoreme 4.3. Sous les mémes hypothéses que le théoreme 4.2, i, est l'unique
état d’équilibre pour p:

po) = @28+ o = swp [ (L2178 + p)am.

’H’LGMT(X)

< N[ £y, IRl By

Ou le supremum est obtenu ssi m = p,. Ceci justifie donc la définition de p(yp)
comme une pression topologique.

5. La définition d’une famille compacte est donnée dans I'annexe A.10. Cette notion n’a
d’intérét que lorsque la partition dynamique est infinie. En effet, dans le cas fini, les cylindres
forment une famille compacte ssi I’espace lui-méme est compact. Les cylindres des sous décalages
avec alphabet infini vérifient cette propriété.

6. On montre méme un peu plus: |e~"P(#P) Prh — V(h)h*Hoo < CA"||h|| gy (x) pour tout
h € BV(X), et Ph, = eP@h,.
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Remarque 4.2.3. Le Théoréme 4.3 se réduit au principe variationnel usuel si

H, (2Z) est finie (voir le chapitre 1).

p(p) = Ny, (T) + / @dpy > hy(T) + / edm VYm € Mp(X),H,(Z) < .

Avec l’égalité ssi m = fu,.

4.2.3 Eléments propres positifs

La preuve des théoremes 4.2 et 4.3 est décomposée en plusieurs étapes.

Le premier but est d’exhiber un cone C invariant par P. Ce cone est simi-
laire a celui utilisé dans [Liv95b], pour des mesures absolument continues, et
dans [Sau95| pour d’autres états d’équilibre. Afin de prouver cette invariance, on
adaptera un lemme de Rychlik [Ryc83], qui généralise le travail initial de Lasota
& Yorke [LY73].

Ensuite, on montrera que le diameétre de PVC dans C devient fini pour un NV,
donc P est une contraction stricte par le Théoreme A.7.

Grace au lemme A.8, on trouve alors que la limite projective de P™h existe
pour h € BV (X), h > 0, et est égale & un point fixe (projectif) de P.
Proposition 4.4. P est un opérateur continu sur B(X) et BV (X).

Preuve. En utilisant que ¢ est un potentiel contractant, on obtient par (i) que
pour tout f dans B(X)

1P flloe = Zgl Ole_lfOle_lfTZ

ZeZ

S‘SIWme'

[e.o]

L’action continue de P sur BV (X) est une conséquence immédiate du sous lemme
4.9.
O

Lemme 4.5. Quel que soit l'entier n, g, vérifie (voir définition 4.3)
(i) gn € BV (X)
1) S, = sup g, < 0o
(ii) > up g

Z€Zp

Prewve. On montre (i) par récurrence. Supposons que g, € BV(X). Puisque
Jni1 = g1gn o T on a

\/gn+1 < Z \/gn+1 + QSgp In+1
X

zezy Z

< Z \/91 sup gn + sup 91\/9n + 2sup g1 sup gy
zez, z 1?2 Z 1z z Tz

IN

(25 +\/90)gnll -
X
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On montre aussi (ii) par récurrence. Supposons S, < oo. Puisque g1 =
Gngr o T",

Sps1 = > SUpgusupg
zezna Z ™Z
< SUp gn SUD g1
2. . swpgusup

Z/€2n ZE€2ns1,2C 7'

IA
w
=
T
S
3

wm
=
T
2

zZ'eZ, Z"ezZy

SpS1.

IN

Cone de fonctions

On définit pour toute fonction h € B(X) la quantité v(h) par

v(h) = lim inf Ph(z)

n—oo reX Pnl(aj) ’

mn

Notons que v(h) est bien définie car la suite bornée inf est croissante. On

reX Pnl(l’)
insiste sur le fait qu’a ce point-la v n’est a priori pas une mesure (elle peut étre
non linéaire), quand méme, pour tout A € R* on a v(Ah) = Av(h); v(1) = 1; pour
hi,he € B(X) v(hy + he) > v(hy) + v(hs); v est croissante et VA € Rv(h + \) =
v(h)+ A

Considérons le cone convexe (a est un nombre réel positif)

Co = {h e BV(X) ’ h>0\/h< au(h)} .

Remarque 4.2.4. Ce cone est loin d’étre vide, en fait, étant donné h € BV (X),
he = h + ¢ € Cq, pourvu que ¢ > a™*\/ yh — inf h.
On aura besoin également du cone suivant

C, ={h € BV(X)|h > 0}.

Dans ce qui suit, © et ©, représentent respectivement les métriques de Hilbert
induites par les cones C, et C,.

Lemme 4.6. La distance entre deux fonctions f,h € C, est donnée par

O.(f,h) = logxsyueg( %
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Preuve. Soit f.h € C,. Il faut trouver X et u avec \f < h < uf. donc A\ < h(z)

(z
et u > % pour tout x,y € X, d’ou résultat.

~

]
Lemme 4.7. Quels que soient f.h € C, on a O(f,h) < O(f,h).

Preuve. C’est une conséquence du théoreme A.7, puisque l'identité I est un
opérateur positif de C, dans C, . O

Lemme 4.8. Etant donné o < 1 il existe un entier N, et un nombre réel a > 0
tel que P™C, C Cyq pour tout m > N,.

Preuve. On utilisera :
Sous-Lemme 4.9. Pour tout entier m, 3B, < oo tel que

\/P"h < 0\ + Buv(h)
X X

Vh € BV(X),h > 0 avec 0, = 9sup G-

Preuve. La preuve suit les grandes lignes de Rychlik (corollaire 3 dans [Ryc83]).
Par (i) et (ii) du lemme 4.5 on sait que g,, appartient a BV (X) et S,, < oo.

\V/P'h <\ Y gmo Ty ho T, Irny
X

X ZezZy,

< Z \/ (ngTéthTémemz)

Z€2Zm X

S 2{: \/nglIZ

Z€2m X

< Y \Vomh+ 25up g

Z2€2Zm Z

< \X/gmh +2 Z sgp gmh.

YASYA

Prenons alors une suite croissante de points z; < --- < 2,1 € X tels que sur

Zy={x e Xax <=z}, Z;=[z1,z)pouri € 2,... gq—1] et Z, ={zv € X,z >

24-1}, lintérieur de Z; soit non vide, \/gm < 4| gml|, et Z SUp gm < 2||gm || -
Z.

Z; ZeZ,, “Ni
On peut réaliser cela de la facon suivante :

On sait que g, appartient a BV (X). Donc, il existe une suite z; telle que
Vixgm = gmlloe < 2251 9m(2i-1) = gm (2i)]-

Pour ces points-la, on a \/ ; gm < 2[|gmll,, (sinon on pourrait trouver une
partition plus fine telle que les sommes soient supérieures a la variation, ce qui
est impossible). Si Z; est d’intérieur vide, on peut I’éliminer. Si Z5 est d’intérieur
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vide, on considére 'intervalle Zy U Z3 au lieu de Zy. Un tel intervalle contient
dans son intérieur le point zs, donc une quantité indénombrable de points (voir la
remarque 4.2.2). On s’intéresse alors a Zy, et ainsi de suite. Finalement, on élimine
Zg4 s'il est d’intérieur vide et qu’il n’a pas été joint a Z, . Pour simplifier, on
appelle encore {Z;} la partition ainsi obtenue.

Remarquons que les éléments de la nouvelle partition consistent, au plus, en
une union de deux éléments de I'ancienne, donc \/gm < 4| gmll o

Z;
On raffine alors la partition {Z;} pour que Z SUp gm < 2||gmll,, (cest

zez,, 2%
possible car S,, < 0o0). Il vient alors

\/P"h < Z\/hgm +2 > sup gnh

X i1 Z, Zez,, £N%i

q
< > lgml \/gm +2 > sup gp)

i=1 Z Ze2,, 207

q
< D lgmllo VA 8llgmlll

i=1 Z;

q
< Za»ngmnm\/m8||gm||ooigifh

PN1 p¥N hIZ
Donc,
" .. PNh
VP < gmlloo B+ Buninf
X X
< N \/ B+ Buv(h),
X
ou N = 'nr[llax] N(Z;) est donné par I’hypothése de recouvrement, et
1€|l..q
N1
B, = 8||9m sup sup ————,
||g ||Ooi6[1..q} Z; PNIZZ-
qui est finie puisque le systéme est recouvrant. L]

Revenons maintenant a la preuve du lemme 4.8. Comme ¢ est un potentiel
contractant, la suite sup g,,/inf P™1 converge vers zéro lorsque m tend vers I'in-
fini. Donc il existe N, tel que pour tout m > N, on ait o > 9sup g,,/inf P"1.
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mais d’apres le sous-lemme précédent, pour h € C,

\/P"h < (ma + By)v(h) .

La conclusion vient alors en comparant v(h) avec v(P™h). Soit k € N, on a

P PR PR PRPTR
Py = pkimi Pkl Pk|

donc v(h)inf P™1 < v(P™h). Ceci implique

m nma+B m m
< — <
\/P h< S v(PTh) < av(P™h)

des que
B,

> .
~ oinf P™1 —n,,

On conclut que, pour tout m > N,, il existe a,, tel que
P™(C,) C Cyq C C, quel que soit a > ayy,. Soit a = max{am,},m € [Ny, ... ,2N,][.
Pour chaque m > N,, on écrit m = kN, +r our € [N,,... 2N,|, ce qui
donne
P"C, = P"P**C, C P"C, C Cyq.

Diametre de I’'image

Lemme 4.10. Soit 0 < 1. Pour h € C,q,, la distance hyperbolique par rapport a
la métrique induite par le cone C, entre 1 et h est bornée par

sup h + ov(h)

O(Lh) < log min {inf h,(1 — o)v(h)}

Preuve. Soit h € C,,. Pour calculer la distance entre h et 1, il faut trouver \ et
1 tels que A <= h < p, ou lordre est celui donné par le cone C,.

h—A>0
V(h—=A) <av(h—X)
A <infh
{ a'\/h <v(h) — A
A <infh
{ ov(h) <wv(h) — A
< A <min{infh,(1 —o)v(h)}.

A§h<:>{
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Pour p1 on procéde de la méme maniere
w—h=>0
h < &
=h { V(i —h) < av(p—h)

o M,? sup h
a'\Vh < p+v(=h)
p = sup h

< { ov(h) < pu—suph

<  p>suph+ov(h).

On conclut ainsi que ©(1,h) < log §. O

Le prochain lemme ([Liv95b], adapté & v) montre que les fonctions du coéne ne
peuvent pas étre petites trop souvent. Plus précisément

Lemme 4.11. Etant donné une partition P de X, si chaque élément p € P est

. PY(1,) .
un ntervalle tel que b = sup 7 < — pour un certain M, alors quel
pe’P P 1 2(1/
que soit h € C, il existe p, € P tel que
1
h(z) > Eu(h) Vo € pp.

Preuve. Soit P— = {p € P| 3z, € p: h(x,) < tv(h)}. I suffit de montrer que
P_#7P.

Supposons le contraire :

1
Vp € P, 3z, € p, h(z,) < §l/<h).

Pour n supérieur a M,

P*(h1,) < P"(1,) (h(;cp) + \/h) < P"(fp)@ +bP"1\/h.

p
Ce qui implique, en sommant sur p € P et en divisant par P"1,

Ph (b 1
— < —2 +b\/h < (= bv(h).
P”1< 5 +y _(2+a)1/()

On aboutit a une contradiction lorsque n tend vers l'infini, puisque % +ab < 1.
O

Fixons 0 < 1 et prenons a donné par le lemme 4.8.

Lemme 4.12. [l existe un entier N > N, tel que le diamétre de PNC, dans C,
est fini.

sup O(PY f,PVh) < A < .
f,hECa
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Preuve. Soit h € C,, e¢ N > N, un entier (que l'on fixera plus tard). Pour
montrer la finitude du diamétre, il est suffisant de trouver une borne uniforme
(indépendante de h) pour le rapport :

sup PNh + ov(PNh)
min {inf PNh,(1 — o)v(PNh)}

Comme PNh € C,,, on a
sup PVh < v(PVh) + \/PNh < (1 +oa)v(PVh) .
X
Par conséquent, on a seulement besoin d’une borne inférieure pour inf PMh en

termes de v(PNh).
Sup gm

Soit M tel que - < —, M existe puisque @ est un potentiel contrac-
inf PM7] 2aM( )
PY(1 1
tant. Donc pour tout p € Zy, ——>20 < —.
. p . . p . M-, PMl 2a .
Si la partition est finie, disons Zy; = {po, ... ,pr}, alors on peut appliquer le

lemme 4.11 avec h et P = Z,,.
Sinon, il est possible d’extraire de Z); une partition finie P qui satisfait les
hypotheéses du lemme 4.11 de la fagon suivante :
PM(l — Ipou---Upz) < i
pPM] 2a
(c’est possible car PM1 = Z PMT, < Z HPML,HOO < S, < 00, d’apres le
PEZM PEZNM
lemme 4.5). L’ensemble X — (po U --- U p;) consiste en une union finie (au plus
[ + 1) d’intervalles ouverts non vide, appelons les p;y1...pr. Alors la partition
P ={po,...,pr} vérifie les hypothéses du lemme.
On sait que dans les deux cas (fini et infini) il existe un élément p, € P tel
que h(y) > sv(h) pour tout y € py.
Puisque le systéme est recouvrant, on peut trouver N = N(P) et une constante
C(N,P) tels que PN 1, > C pour tout p € P.

Choisissons des intervalles pg ...p; de Zy; tels que

P¥n > PN(hi,,)
> %v(m
C
> ——y(PVh).
- ZSupPN1V< h)

Car v(PNh) < sup PV1v(h). On obtient donc

14+0+o0a

@(I,PNh) < log
min {—QSupcle,l — 0}
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La preuve est alors terminée en notant

l1+o0+0a

A = 2log
min{%up%,l — 0}

< 00.

Densité et mesure conforme

Lemme 4.13. ] existe h, € C,, et X > 0, avec Ph, = Ah,, tel que pour tout

fECa/7
Py
P
L V(PnJrlf)
A )

Preuve. Bien évidemment, I'espace B(X) muni de la norme ||-|| et p=v:C, —
R satisfait les hypotheses du lemme A.8.

Soit f € C,. Alors G ff) est une suite de Cauchy dans B(X) d’apreés le lemme
1% n
A8
V(Pnf Pn-‘rk’f Pnf

Si I'on écrit n = (¢ + 2)N +r, avec ¢ = [§] — 2 et r = nmod N alors par le
théoreme de Birkhoff A.7 on voit que

@(P"f,Pn—I—k:f) _ @((PN)QP2N+rf7(PN)QP2N+T+kf)

Ag@<PNPr+Nf’PNPr+N+kf)
AIA

IAIA

ou Ay = tanh(A/4). Comme P"f € Cy, sin est assez grand,

IP"flloo < v(P"f)+ \/P"f < (1+ca)u(P"f).

1
En posant A = A) < 1 et Ky = AAy* on obtient

Pnf Pn+kf LA
S f)  u(PE ) Hm <=1 A oa) 3

Qui va a zéro lorsque n tend vers 'infini.
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Comme B(X) est un espace de Banach, il existe une fonction hy € B(X) avec
PTL
(P—ff) — hy. Clairement hy € BV (X), v(hy) =1 and hy € Cyq,. De plus,

1% n

B n+1f L Pn+1f V(Pn+1f)
Py =l gy = 0 S temi o)

— Ashy.

On montrera maintenant que lorsque f,g € C, on a hy = hy = h,

by = hgllye < (0 —1) [Inyg]
S (ee)(P"hf,P"hg) . 1) thHoo
qui va a zéro lorsque n va a l'infini, ce qui implique que Ay = Ay = . O

Lemme 4.14. La fonctionnelle v (restreinte a BV (X)) est linéaire, positive,
v(Pf) = \v(f) pour tout f € BV(X) et A = ePl®),

Preuve. Soit f € C,. Pour tout n et k entiers positifs

prikf _ PRy u(PMERR) p(Pf)
PIf = u(PERR) Tu(Prf) T Pof
Pn+k
lim / = Dy AF Rt
n+kf
donc lim = \*. Mais
Pnf Pn+kf Pn+kf Pnf PnJrkl
— < sup —1
pPr1 o PR prtkl \ prtkf o pnl
P f P"+k1
prt f pPr1
et comme les suites Pnff et Plel ont la méme limite \*, Pn{est une suite de

Cauchy dans B(X), donc elle converge vers une fonction vy. Par ailleurs, si I'on
prend deux points x,y € X, on a

P f P f

yle) = vy = Jim |t o) = 2 )
-t |50 et !
<

n—oo

lim sup (e2+(7" AP _q
1 f1l
£l lim (P70 — 1) =0

IN
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Par conséquent, ve(x) = v(f) quel que soit + € X. Donc, v(f) = lim ]IZZ{ pour

tout f € C,. Néanmoins, si f € BV (X)), la fonction (f +a™'\/yf — inf f) € C,,
donc v(f) = lim I;Z{ pour tout f € BV(X). Clairement, v est linéaire par la
linéarité de la limite. De plus, comme Pf € BV (X), on sait maintenant que

n+1 n+1 n+1
DS i 2Lty = ()

VP =t e = I e

Montrons finalement que la pression de ¢ est égale a log A\. D’apres le lemme
P Pl
A p(Prl)
ailleurs, puisque PNh, = A\Vh,, le méme argument utilisé dans le lemme 4.12
permet de montrer que inf h, > 0. Donc

4.13 on sait que converge uniformément vers la fonction h,. Par

P"1
/\n

1 1
H— log P"1 — log )\H < —||log
n o n

‘ oo

est de limite nulle lorsque n tend vers l'infini. En particulier ceci implique que
p(yp) = log A. O

Preuve. [Théoréme 4.1] Découle directement des lemmes 4.13 et 4.14. ]

Jusqu’a maintenant, v n’est pas a proprement parler une mesure conforme,
toutefois, elle en possede formellement bon nombre de propriétés. On voudrait
alors associer a v une mesure conforme, et pour ce faire, on a besoin d’un théoreme
de représentation des fonctionnelles positives par des mesures. Notons que 'on
n’utilise pas le théoreme de Riesz, car ici les notions de continuité et de compacité
locales sont peu adaptées. Par contre, le théoreme A.5 donné dans I'annexe tire
parti autant que possible de la structure totalement ordonnée de ’espace. C’est
seulement ici que I'on utilise une hypothese de compacité, a savoir que I’ensemble
des cylindres forme une famille compacte.

Lemme 4.15. Si [’ensemble des cylindres forme une famille compacte alors la
fonctionnelle v peut étre étendue en une mesure conforme sans atomes, (on note
encore v cette extension)

/Pfdu:)\/fdy Vfe LL(X).

De plus, la mesure . = h,v est T'—invariante.

Preuve. Comme ¢ est un potentiel contractant, sup,.z v(Z) est exponentielle-
ment décroissant avec n, donc avec les propriétés du lemme précédent on peut
appliquer le théoréme de représentation A.5. On sait donc qu’il existe une unique
mesure m qui représente v.

On en déduit alors que m(Pf) = v(Pf) = Av(f) = dm(f) pour toute fonction
f a variation bornée. D’autre part, la fonction d’ensemble définie pour A € B
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par m'(A) = [ PI 4dm est une mesure (car m est une mesure et P est positif),
et comme m(f) =m/(f) pour tout f € BV (X), 'unicité de m donne m' = m.
Pour simplifier, on considere v comme étant elle-méme la mesure m.

/Pfdy:A/fdu Vf e LL(X).

En d’autres termes, v est une mesure Ae~¥—conforme donc la mesure y = h,v est
T—invariante. O

Remarque 4.2.5. On peut montrer que, pour chaque fonction f € L1(X) L)

est une suite de Cauchy dans LL(X). Toutefois, ceci n’implique pas que sur

B(X)N LL(X) la mesure v coincide avec la fonctionnelle v originelle, en partie
a cause de la présence de linf dans la définition, qui n’a pas de sens pour des
fonctions de L.

Décroissance des corrélations

Comme l'on sait que l'opérateur de Perron-Frobenius converge exponentiel-
lement vite au point fixe h,, il n’est pas difficile d’en déduire la décroissance
exponentielle des corrélations pour les fonctions a variation bornée.

Preuve. [Théoréme 4.2] Soit h € BV (X). On va montrer que pour tout h €

BV (X)
‘/foT"hdu—/fdu/hdu

pour une constante C, ou A < 1 est donné par le Lemme 4.13.
En posant h, = h + c il vient h.h, € C, avec

< O flles Pl 5y A"

C =

(14 0)||h]l + (a™' + a)\/h] .

X

(1-o0)

En effet,

V(eh) < \/hellhll o + N hellhell
< (1+0a)\/h+0a|]h|]oo+aac: (c—|Ih]l)a
< ap(h+ c) = av(h.hy).

Sil'on suppose que p1(h) = 0, il suffit de montrer que p(foT™h) < C|| f|| |||l BvA™.
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Or,

w(foT™h) = v(foT"hh,)
v(fAT"P(hh,))
= v(f(\T"P"(hohy) — chy))
1Ny [|A" P (hehy) — cha|

1Nl lichll, (€SP helesP™he) _ 1y

IN

IN

La derniére inégalité est donnée par le lemme A.8, puisque v(A~"P"(h:h,)) =
¢ = v(chy). Donc d’apres I'inégalité 4.3 dans la démonstration du Lemme 4.13,

(f o T"R)| < || £llzsc(l + oa)(e™" — 1)

2Ko(140a)

1——, on obtient

En posant Cy =

p(foT™h) < | fllyCo |(L+ o)kl + (e +o)\/h| A"

X

< Go2+a ) fleylnlvA™.

Et si h n’est pas de moyenne nulle, u(h — p(h)) = 0 donc

‘ [ sornin— [ san [ hdu‘ < Collf 22+ a ) Ay A"

Ce qui donne le résultat attendu avec C' = 2(2 + a=')Cy. (Il est clair que h €
BV (X) entraine h|x € BV (X)). O

4.2.4 Etats d’équilibre

Nous allons maintenant démontrer le Théoreme 4.3. Avec une partition dénombrable,
il est possible que I'entropie et I'intégrale du potentiel soient infinies.” C’est pour-
quoi on donne le principe variationnel en terme d’information conditionnelle, ce
qui évite le probleme d’une entropie infinie. (la stratégie générale est issue de
[Led74, Wal78b, Kel89)]).

Lemme 4.16. La pression de ¢ est égale d p(p) = /(H”[Z|T18] + @)dp.

7. Par exemple, soit {I1,ls, ...} une partition dénombrable de [0,1] en intervalles. Soit alors
T Tapplication linéaire par morceaux telle que T1, = [0,1] pour tout n € N. La mesure de
Lebesgue p est invariante et conforme pour le potentiel ¢ = —log |T”|, et

[ du== 3" 11l 10g] 1.
neN

Lorsque |I,| ~ en~t(logn)?, qui est sommable pour v < —1, on a |I,,|log |I,,| ~ cn~!(logn) 1
qui ne 'est plus pour v > —2. Donc le potentiel n’est pas intégrable pour 1 < v < 2.
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Preuve. 11 suffit de remarquer que la densité étant bornée, son logarithme est
intégrable et I’'on peut donc appliquer le Théoreme 2.6 avec la partition de mo-
notonie Z et v la mesure conforme® du systéme pondéré (X, T, — p(p)). O

Lemme 4.17. Principe variationnel: pour tout m € Mp(X) on a

plo) > / (Lu[ZT'B] + g)dm

avec 1’égalité si et seulement si m = p.°

Preuve. Soit m € Mrp(X). on a

L[Z|IT7'B]+¢ = loggm +log g, + p(p) —log h. + log b, o T
= log + ¢
ot ¢ est une fonction bornée et m(®) = p(¢). On veut montrer que

(i) log . I st m-intégrable,

(i) /1ogg—" <.
9m
Commencons par prouver (i).

Pour toute fonction f € F, ou F est ’ensemble des fonctions bornées au support
inclus dans un nombre fini d’intervalles de Z, on définit

Puf(x)= Y gufly) VoeX

yeT -1z
comine

Enl4T7'B] =T, (1) 0T

on a P, f =T f, m-presque partout, pour toute f € F.
Remarquons que g,, > 0 m-presque partout, puisque g,, = 0 sur A C X
implique
N 1T (1) 0T 14=0

zZeZ

par conséquent

O—Z/ T (1 5)oTdm = Z/ (1 4n2)T, Ide>Z/|T (1 anz)|?dm

zezJANZ zZcz ZcZ

et donc m(AN Z) =0 pour tout Z € Z.

8. v est conforme pour ¢ — log A par le Lemme 4.15 et p(p) = log A par le Lemme 4.14.
9. En fait 4 € M7 (X) mais comme p n’a pas d’atomes, p(X) = 1 et donc pu peut étre vue
comme un élément de Mr(X).
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Z étant dénombrable, on peut libeller les intervalles Z = {Z;,i = 1,2,...}. Si
l'on pose
lsize€ZiU---UZ, et [log 2=(z)| <n
0 sinon

Fu(o) = {

et x+ = {z € X|log #(x) > 0}, comme logg,, > —oo m-presque partout et
sup g, < 00, on a

/X+ log I gm = lim E. x4 log It g

m n—oo m

n—oo m

= lim | P, (FnX+ log g—”) dm
g

< lm [ P, (an(g—“ - )) dm
g

n—oo m

< lim {/P#(anJr)dm—/FnXerm} <1

n—

puisque P (f2£)(z) = P, f(x) pour tout f € F.

Ip

Donc x+ log J* € L} ce qui prouve (i).

9 m’
Montrons alors (ii).
Si [ log 2 dm = —oo alors (ii) est prouvé. Sinon, log 2= € Ly,

Dans ce cas, on peut répéter le méme calcul sans la fonction caractéristique
X+, et I'on obtient

/log It gm < 1= lim | Fodm =0
gm n—oo

De plus, I’égalité est vraie ssi g, = ¢n, m-presque partout, c’est-a-dire P, [ =

P.f m-presque partout pour tout f € BV. Donc puisque Pjf — pu(f) uni-

formément et m(f) = m(P f) on obtient m(f) = p(f) pour toute fonction a

variation bornée f. Le Théoreme A.5 permet alors d’affirmer que m = u. n

Pour conclure, il faut maintenant montrer que le fait de réintroduire I’ensemble
singulier W' ne changera pas le résultat du Lemme 4.17.

Preuve. [Théoréme 4.3] On a déja prouvé le principe variationnel pour les mesures
invariantes qui ne donnent pas de masse a W. Or, on peut écrire toute mesure
m € Mr(X) comme une combinaison convexe de deux mesures de probabilité
invariantes m, et m., ou m, est purement atomique et m. est continue (W étant
dénombrable, m.(W) = 0). On a m = c¢m. + am, ot a,c > 0 et a +c = 1.
Comme une mesure invariante atomique a la forme (A est un ensemble de points
périodiques x,, de période N,),

Np
ma:ZJpNLZI(STi%, op > 0, Zop: 1

peA Py peEA
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on a I, [Z|T~'B] = 0 m-presque partout. Puisque m, et m, sont étrangéres, on
peut choisir I,,,, =0 m.-p.p. et [,,,, =0 my-p.p. et donc 1,,, =1L,,,, + L,,,, = L. 1I
vient alors

N,
1 ,
/]Im+g0dm = c/]Imc+<,0dm+a g Ty g o(T"x,)
P =1

peEA

1
< cple) ta Z Ie N log gn,, ()

peEA p
1
< ] Ny
< cple)+a) op- v, los(supg)
peA

Comme ¢ est un potentiel contractant, il existe un nombre réel s, 0 < s < 1, tel
que sup g, < s" ig{f P"1 pour n assez grand. Par conséquent, si a > 0,

1
< — i n .
/]Im + odm < ep(p) + a E op <logs + " log 1§fP 1) < p(p)

peEA

(la cas a = 0 est réglé par le Lemme 4.17). O
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Chapitre 5

Hyperbolicité non uniforme:
phénomene d’intermittence

Ce chapitre comporte en premier lieu un article [LSV97], rédigé en anglais,
A probabilistic approach to intermittency écrit en collaboration avec Carlangelo
Liverani et Sandro Vaienti, a paraitre dans Frgodic Theory and Dynamical Sys-
tems. On s’intéresse aux propriétés statistiques d’une famille d’applications de
I'intervalle non-uniformément hyperboliques, ot la non-uniformité est due a la
présence d’un point fixe neutre. On appelle ces applications intermittentes, car
les orbites typiques (par rapport a la mesure de Lebesgue) passent un temps tres
long pres du point fixe neutre.

Ensuite, on étudiera plus en détail les conséquences des théoremes annoncés
dans cet article. En particulier, on montrera la propriété de Bernoullicité faible
pour la partition dynamique dénombrable. On verra aussi comment ces résultats
entrainent que la distribution des temps de retour dans des voisinages est expo-
nentielle. Ce dernier point avait été montré en collaboration avec Masaki Hirata
et Sandro Vaienti, dans une note, ou les conditions du papier [Hir95] étaient af-
faiblies afin d’étre vérifiées par ce genre d’applications intermittentes. Tout ceci
était annoncé dans le compte rendu de conférence [PSV98] (ou I'on s’est intéressé
aussi a d’autres caractéristiques des temps de retour).

La méthode directe employée au chapitre 3 nous permet de donner non seule-
ment des lois limites, mais aussi des estimations a taille finie. On montrera alors
que la distribution limite des temps de premier retour dans un petit voisinage est
une loi exponentielle, et que la distribution limite du nombre de visites dans un
petit voisinage est une loi de Poisson. De plus, on obtiendra un contréle précis
de la vitesse de convergence vers la limite.
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5.0 Introduction

Recently the study of the convergence to the equilibrium in hyperbolic systems
has witnessed several new results ranging from new methods to treat systems
with singularities [Liv95al, [You] or with partially hyperbolic behavior [BY], to
methods for studying Anosov flows [Che|, [Dol], [Liv97].

Thanks to such results we can now regard the study of the decay of corre-
lations for uniformly hyperbolic systems as reasonably understood (albeit there
is much room for improvements, especially as flows and dependence on smooth-
ness of observable are concerned). On the contrary the available results on the
convergence to the equilibrium in non-uniform hyperbolic systems are extremely
unsatisfactory. The study of such systems stands as a challenge. In particular, it
is evident the need to develop new strategies to investigate such problems.

This is the focus of the present paper where we study a one parameter family
of intermittent maps. These applications are expanding, except at a neutral fixed
point, where hyperbolicity is lost. The local behavior of the map at this point
is responsible for various phenomenon. Let us denote by 1 + « the order of the
tangency at the critical point. For & = 0 we have a purely expanding map, which
has a unique equilibrium state for the potential ¢ = —log DT, with exponential
decay of correlations. For 0 < a < 1, the map possess an absolutely continuous
probability measure (SRB measure), which is still an equilibrium state (it is no
more unique, since the Dirac mass at the origin is invariant and do(¢) = 0). For
a > 1, there are no absolutely continuous invariant probability measure, whereas
one still has a o-finite absolutely invariant measures [Tha80, PS92].

We focus here on the second region of the parameter, and propose to find the
density of the invariant measure, and the rate of decay of the correlation func-
tions. In this domain, one cannot expect a spectral gap for the Perron-Frobenius
operator (see the end of section 4), therefore none of the usual strategies in this
setting can be followed. Our approach is based on the following philosophy : sure,
the map is not hyperbolic, but it is the case nearly everywhere; thus, if we per-
form a random perturbation of the map, the neutral fixed point should be lost
in a cloud of hyperbolic points and the intermittent effect could be suppressed.
This naive argument, rather surprisingly, works.

An interesting property of such a method is the following. For smooth expan-
ding maps, the same idea can be carried out, but yields a sub-exponential rate
of decay, while the decay is well known to be exponential. On the contrary, in
the present case, the power law found appears to be near optimal, as remarked
in section 4.

This is an indication that our crude approach performs better in the non-
uniform case than in the uniform one. These considerations are at the base of
our belief that this type of strategy could yield relevant results in more general
situations.

The plan of the paper is as follows: In section one we present our model and
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discuss some related literature. Section two is devoted to the study of the invariant
measure. The section may have an interest in itself since it gives a very direct
approach to obtaining the invariant measure and its properties for such a map (for
a comparison with other techniques see [CF90, Tha80]). Section three introduces
the key idea of the paper, that is the random perturbation and its instrumental
properties. In section four we harvest the facts from the previous sections and
obtain the announced result. In addition, we point out that our results suffice to
establish the CLT for C") observable, provided that o < 1/2 (Remark 4.2-(3)).
The last section contains few considerations on how to treat the general problem
of expanding maps with neutral fixed points. Since the focus of the present paper
is on the method and not on the class of one-dimensional maps to which it can
be applied, we content ourselves with few pointed, but sketchy, considerations.

5.1 The model

Let us consider for 0 < o < 1 the map 7" : [0,1] — [0, 1]

T(2) = z(l+2%) Vzel0,1/2)
S P V€ [1/2,1]

The importance of this kind of intermittent maps was addressed by Prellberg and
Slawny in [PS92], where the relationship with a statistical model introduced by
Fisher [FF70] and successively studied by Gallavotti [Gal76] was emphasized. In
the papers [GW88], [Wan89], the dynamical behavior of these maps was taken as
a model for the intermittency of turbulent flows [PM80]. In the paper [PS92] seve-
ral mathematical results were announced, concerning the ergodic and statistical
properties of such maps, notably the presence of phase transitions for the topolo-
gical pressure (see also [Lop93]). The paper [Wan89] deals with a piecewise linear
version of the map and focus especially on the recurrence properties of the orbits.
These latter properties have been put on a solid mathematical basis by Collet,
Galves and Schmitt in [CGS92| in the piecewise linear case, and by Campanino
and Isola for the non-linear (o-finite) case [CI95, C196, C194]. The problem of the
decay of correlations was considered in the piecewise linear case and for the finite
absolutely continuous (w.r.t. Lebesgue) measure in [LSV93] and [Mor93]. Both
papers obtain an algebraic (n~7) upper bound for the decay of correlations, the
first by using Markov approximations [some results were successively improved
by Chernov in [Che95]], the second by exhibiting the absence of spectral gap for
the Perron-Frobenius operator using the induction procedure, already invoked in
[PS92] (it is interesting to remark that Mori’s work follows the analysis of these
maps carried out by Takahashi in a series of papers [Tak81, Tak85]).

The decay of correlations for the non-linear case is a more difficult problem.
In our knowledge, the following methods have been proposed.
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In the paper [Yur96], Yuri applied Markov approximations, generalizing the
works of [LSV93] and [Che95]; the paper [Iso| aims to extend to the non-linear
case the approach of Mori, still inducing, and gives a description of the zeta
function, and finally in [FS| the authors propose an interesting technique based
on Hilbert metrics, yet the implementation of such an idea is still incomplete.

Let us go back to our particular model. In the next section, we will prove
that there exists! a locally Lipschitz function 2 € C®(]0,1]) N L*(]0,1]) such that
Ph = h.

5.2 An invariant Cone

If we define the cone Cy = {f € C(]0,1]) | f > 0, f is decreasing} it is
immediate to see that Cy is left invariant by the P-F operator. To see a bit more
let us call X the identity, X (x) = z.

Lemma 5.2.1. The cone C; = {f € Cy | X" f is increasing}, is left invariant
by the operator P.

Proof. Let f € Cy, then

P HPfx)= Y (E)QH v

yeT -1z Y DyT

Setting T~ x = {y1,y2}, y1 < yo, and & = 2°y$ we can write

14 &)t 1 (2o — 1\
xa+1P ) = ( a+1 4= a+1 ]
Whence the result, since Xt f x v+ y;, x — &, x + Yy are increasing. O

Let us define X
mi) = [ s

Obviously m(Pf) = m(f).
The last interesting property is contained in the following.

Lemma 5.2.2. The cone C. = {f € C; N L' ([0,1]) | f(z) < az™*m(f)} is
wnwvariant with respect to the operator P, provided a is chosen large enough.

1. Such a result can also be obtained by inducing [Tha80]. The method used here is more
direct and provides additional informations on the properties of the invariant density, although
such extra informations will not be essential in the following. See section five for a more detailed
discussion.
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Proof. For each f € C, holds both

f(@) < az™m(f),

2T f(z) < f(1) s/o f=m(f)

Let us suppose for simplicity that m(f) = 1. One has to find a constant a,
independent of f, such that Pf(x) < ax™® since m(Pf) =m(f) = 1.

S | )
D, T D,T
ya

<Cly a+ ; 1
_Dle DyQT

< z\* 1 1 T o
— axr .
“(\wui/ Dy T aystD,,T

The term in curly bracket is bounded by?

and

Pf(x)

A+6° 2 l+ac+Z¢l+(a+1)g) 1+ (a+Ze2)e

— 4+ —£< a < <1
1+ (a+1)¢ ag_ 1+ (e +1)¢ - I+ (a+1)¢ —
Whenever a > 2*(a + 2), from which the Lemma follows. O

Putting together all the previous estimates yields

Lemma 5.2.3. There exists a locally Lipschitz function h such that Ph = h and
h(z) < ax™*.

Proof. The operator P leaves invariant the set K = {f € C, | m(f) = 1}. But
X CY“K consists of equibounded equicontinuous functions,® hence it is compact
in C©. Accordingly, for each f € K the sequence X°+11 ) ' Pif has accu-
mulations points in C©). Let h, € K be such an accumu]atwn point. Clearly,
h = X~1=2h, is a fixed point of P, hence the result. The regularity of h is easily

obtained by checking that h € C,. ]
2. Since MD = < UUEOT < e(1+46) < 20¢.

3.Let fe K and define p(x) = 21+ f(x), then, for x > y, holds

0< (@)~ ply) < (27 =g+ () < a1+ ) [ “ede

<a(l+a)lz —yl.
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Before introducing the random approximation to our dynamics let us remark
a property of the functions in C, that will be instrumental in the following.

Lemma 5.2.4. For each function f € C,,

%%%Mua=fu>2mm{%[ O+a} }/1f

Proof. It clearly suffices to consider the case fol f = 1. We have already seen that

f(z) < ax
flz) <a 7o f().

We introduce the point x, = a~'f(1). On its left the first inequality is stricter
and the opposite holds on its right. If z, > 1, then f(1) > a, otherwise

= [ [T [rs [Taees [erm s S

from which the lemma follows. O]

—
Y

5.3 A Random Perturbation

For simplicity let us identify [0,1] with the circle S, on S the map is not
smooth but it is continuous (this is not essential but it will make our life a bit
easier). Let us define the “ball” B.(z) = {y € S' | |z —y| < &} and the averaging
operator*

hf@) =g [ sy

It is now possible to define the perturbed operator
P. = P"A,,

where n. € N will be specified later.
The following Lemma shows that the perturbed operator is not too different
from the original one, provided we consider observables in C,.

Lemma 5.3.1. For each f € C,

< 1-
[P f =P fllh < el fllie ™
__10a
Where ¢; = al-a)”
4. Let us remark that this particular choice of A, has nothing special, any other “reasonable”
choice would do as well.
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Proof. We assume that f € C, and [ f = 1. First, observe that
[P f =P flly < If — A Sl

Next, we recall the estimates

f(z) <az™@

This allows us to bound the L' norm of the difference between the function f
and its average.

17 = sl =g [ar [ ay 15 = sl + [ a
S;L@{A@ﬂw—ﬂm+ézhw—ﬂm}

f( Jdz + | f(y)dy

325(0)
/ 0 1= 1557 o fras
<5 Mgl P (20— (4 e) = (= 2)' )

15
a 4a
e d 9 11—«
20[/ v x+€) )+]_ (5)

f(@) -~ /B iy f(y)'

EI)

—

<< a)<2 >{(zg) -2 —(1-2e) " —142(1—¢)* "}

{olmogla 1 —elm* 4 (1 - )™ a}—l— Sa

lfa

* 2a(1 — )
10
“a(l —a)
This proves Lemma 5.3.1. O

11—«

3

Next,
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Our task is to find a lower bound for the kernel IC.(x, z). For this purpose, let us
define T to be the map T restricted to the interval [0,1/2] and a,, = 17 "1. We
have the following asymptotic bound for the sequence a,,.

Lemma 5.3.2. For all integer n > 0 the following holds

141 1
Ay < 2a2Tan o,

Proof. The Lemma is proven by induction. First it is clearly satisfied for n = 1.

1 1
Next, let us suppose that a,, < cn”«, and let us prove that a,,1 < c¢(n+1)"a. If
it is false, then

p = Anyr(1+2%2,,) > c(n+1) "2 (14+2° (n+1)7h).

By the assumption on a, we obtain

1 1 2%c”
Ta > 1)7=(1
Rz ()R )

or equivalently

(1+ 1)l >4 22

n’ = n+1
By convexity it follows
1 1 2%
(2a - 1)_ > )
n-_ n+1
that is
n+1

<2720 — 1) <2 etl(2a — 1),

Q=
]

1
which is contradictory if we choose ¢ = 22"

We define Ay = [ag, ax—1] for each k£ > 0. We are now able to prove
Proposition 5.3.3. There exists v > 0 such that for each e > 0,2,z € S*

Ke(z,2) 27,
provided we choose n. = [22+58_°‘] +1.°

Proof. First of all, we choose kg = 3. Next, notice that for each interval J and
integer m
(P xs)(x) = x7ms(2) ;felﬁ(Dmi)fl-

Let 69 = ax, — ag,+1.- By Lemma 5.2.4 it is obvious that there exists ny and cgy
such that for all intervals I of size larger than &y holds

P"x1 > ¢

5. Here the square braket stands for the integer part.
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provided n > ng. Thus the task is to control the inf,e;(D,T™)", where m is the
time needed for the interval J to become an interval of size dy. Let Iy = [0,ay,].
Let J be an interval, three possibilities can occur :

(1) JN 1y = 0.

(2) JN Iy # O and J contains, at most, one ay, for k > k.

(3) J contains more than one ay, for k > k.
We can associate to each J a sequence ny.ky,... k,—1,n, of integers (n; may
be null), retracing the trajectory of J in the following way: For a time n; (1)
holds, then the image of J enters the intermittent region Iy and (2) holds with
k = ki + ko, so after ky iterations it exits from Iy. Then the image of J stays
in the hyperbolic region for ns iterations, and so on... Finally we end when the
size of the interval becomes larger than oy or if case (3) happens. Let us see what
happens in this regimes.

DT
1. Let D =  sup DyT2 and r = (DakOHT)_I < 1. For n < ny, the usual
y€lary+1,1] ~y

distortion estimates yield, for each y € J, with co = D/(1 — 1),

D, J|

—— < E ™J|.

2. Let J, = T™J. Let us see what happens in the intermittent region. Suppose
that Jy Clags1,a5-1], i.e. (2) occurs with k = ko + ky. In this case a direct
computation for j < ki and y1,ys € J; implies

. k1 2
D, 17 SUP¢elay 42,0k DﬁT j '
U <Exp : s [Thy2 = Ty
DyQTJ _Z.Zzl: lnffG[ak—i+2vak—i] DET

<Exp |3 a(l+ a)af Ty (Da., TH )T |

L =1

ko+ki1+1
SEXp a(a + 1) Z ag—l(DaqTq—(ko+2))—1|Tk1 J1|
L q=ko+2

Since the first branch of the map is convex, we have

_ Ako+1 — Aky+2 _
D, T o) > p 02 — gt q,
Qg—1 — Qq

(1+a).
Moreover, Lemma 5.3.2 gives a2* < 2*t2/%q=2_ This yields, setting cs =

ol + )22+%/«

14+« )
Tak0+2

g T
77 < Xp [03| 1” )

D
D

Y1

Y2
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3. Finally, let us see what happens if (3) holds for some iterate K = T7.J. If
more than one third of the size of K is in [ay,1], then we consider K N|ay,1]
and case (1) will hold for ever, loosing just factor 1/3. Else we cut K into
pieces Ay_, -+ Ay, such that the union of them is of size bigger than |K|/3.
For these Ay, the preceding computation yields

Exp[—c3|A
pkfkoXAk 2 XAkO p[‘A:|| kOH ’Ak‘
0
Therefore, with | = ng + ky — ko,
b i Exp[—c3do] Exp[—c3do] | K|
XK = k; XAy = k; €0 do Akl = co do 3

Since we control what happens on each region, it is possible to estimate the total
distortion after m = ny + ky + --- + n, + [ iterations, where | = ny if case (3)
never happens (I = ng + ky — ko if case (3) occurs).

PmXJ zplpnppkp_1 . Pngpkl Pnli
Z|J|BCTOEXP [—0350 . C2|Tnp—i-~-~-i-k1-i—n1J| . Cngk1+n1J| _ CQ|Tn1J|)i|
0

ZU’?%OEXP [—(co 4 c3)80(1 + 7™ + ¢ ot oo plotipoat )]
0

Co —(Cg + 03)(507“
>|J|—=—E — | =]/
>| |350 Xp[ T } ||

To conclude, we need to fix n.. We choose the supremum over all possible values
of m =ny + ki + - - +n, +1, associated to intervals J of size 2¢. It is immediate
to see that the worst case scenario is when case (3) happens at the beginning,
and J =] — 2¢/3,4¢/3[. In this case, m is such that ag,im, < 2¢/3. Clearly,
ne = [22+é€_“] + 1 is large enough and the Lemma is proven. ]

5.4 Decay of Correlations

Proposition 5.3.3 allows immediately to conclude that P. has an invariant
density h. to which it converges exponentially fast® in L!'. In the following we

6. Let us briefly recall the argument: set = [0, 1] and consider f € L'(Q) with fQ f=0.
Remember that P.1 =Pf1=1andlet Qf ={z € Q| P.f > 0}; Q. ={z € Q| f > 0}, then

Pt =2 [ do [ dukew o) =2 [ aut(w) [ dolic(o) =)

<2 dyity) / delKe(z,y) — ) = (1-2 [ dyf()
Q. Q

Qy
=@ =7l



A PROBABILISTIC APPROACH TO INTERMITTENCY 75

will call i the invariant measure du = hdz. Using all the above facts, we are able
to prove our main result.

Theorem 5.4.1. For all g € L™, f € CW([0,1]) such that [ fdu = 0 the follo-
wing holds

‘/ goTnfdﬂ\ < esC (| flem) llglloen™ = (log n) .

Where C' : R — R is affine.

Proof. Let f € C, + R, folf =0and g € L™, ||g|]lcc = 1. For each n € N let us
write n = kn. +m, k € N and m < n.. Remembering Lemma 5.3.1, we have

/0 1 gP" f

<|[P"f = PEP™ flly + |[PEP™ f|x

1
|| PltDne pm g p_pine pmg|l, 4 Exp [—vk] || |1

h

<

I
=)

no_. n
<20 fh L 1 e Exp [—v—] £l

n€ nE
<ca||fllin~ =+ (logn) =

by choosing ¢ = n~= (log n(l_”_l(i_mué)i.

This is not yet the decay of correlation with respect to the absolutely conti-
nuous invariant measure du = hdz of our dynamical system. To get such a result,
we need to notice that if f € CV, then we can choose \,v,0 € R such that
hws(x) = (f(x) + Az +v)h(z) + 0 € Cs, and (Ax + v)h(x) + § € C,, the depen-
dence of the parameters with respect to the C") norm of f being affine. Finally,
the decay of correlations with respect to y, for each f € CW, [ fdu = 0 and
g € L™ can be estimated as follows

QI

‘/goTnfd“‘ < esC (|| flem)n~ =+ (logn)s.

Where C : R — R is affine. O]

Remark 5.4.2. 1. The proof of Theorem 5.4.1 allows to estimate the dif-
ference between h. and h; namely, to prove the estimate:” ||h. — hll; <
const.e*(loge™)a .

Accordingly, for each f € L'(Q) and defining ITf = [, f, holds

[(Be = T0" flly = [[P2 (L =T fllx < (@ =)"[ /1

7. It suffices to write

Ih = helly < IP"L = hlly + [P 1 — el + B2 1 = Pr1,y
1

< const.{n' "= (log ) + (1= 7)"" + ne}



76 CARLANGELO LIVERANI, BENOIT SAUSSOL AND SANDRO VAIENTI

2. Theorem 5.4.1 allows to get an estimate for the rate of decay for Holder
continuous observables. More precisely, given a (3-Hdélder continuous func-
tion f, we can bound the correlations by n‘ﬁ(é_l), up to some logarithmic
correction.®

3. We have obtained a polynomial decay, with a bound comparable to the one
found in [Mor93] for the piecewise linear case and the one stated in [Iso] for
the general case. Moreover, compared with numerical simulations [LSV93],
our bound appears to be extremely close to optimal: the expected one is the
same apart from the logarithmic correction.

4. As a side consequence of our work we have that Y " P"f converges in
L' provided o < % According to [Liv96] this estimate suffices to prove the

Central Limit Theorem. That is, given f € C™([0,1]) such that fol fdu =0

1 « .
maleT

converges, in distribution, to a Gaussian variable with variance fo f2du +

2522, Jo ff o Tidp.

5.5 General Considerations

The reader may be under the impression that the proposed approach is specific
to the special maps studied here. In particular, section two seems quite model
dependent. In fact, while the estimates done there would apply certainly to similar
maps, it is true that some more work is needed to present them in a completely
general fashion?.

Nevertheless, section two is not completely necessary. Its aim was to make
the paper self contained and to emphasize the existence of a very direct method
of studying the invariant measure. If one is willing to make same assumptions on
the invariant measure (which can eventually be proven separately) sections two
can be greatly simplified.

and to choose n ~ e~ *loge 1.

8. The result is easily obtained by approximation. If f is a §-Holder function, then we can
approximate it in L' by functions f. € C) such that ||f — fo|l; < | fllse® and ||f]lee <
| fllge®~t (where || f||5 is the 3-Holder norm). Accordingly,

frers

and the result follows by choosing ¢ judiciosly.

9. Yet, the results extend immediately to any map of the interval which is C(Y)—conjugate to
our model. More precisely, suppose that T : [0,1] — [0,1] and ® € Diff!)([0,1]) satisfies T o ® =
®oT. Then, for the absolutely continuous T-invariant measure [i defined by fi(f) = pu(fo®), it
is straightforward to see that the power law decay is the same for T" and T for ¢ observable.

_1
< llgloellf = Fells + (exll folloo + e2ll flloc)n ™=,
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Here we discuss briefly what is really essential in order to apply the present
method.
Let us consider a map 7T : [0, 1] — [0, 1] expanding but for the fixed point 0.

where DyT = 1. Assume D?T continuous but in the point 0 and
|D2T| < Ca*! (5.1)
|D,T| =1+ cx® + o(z?). '

Assume further that there exists an invariant probability measure absolutely
continuous with respect to Lebesgue (see the discussion at the end of this section).
Calling h its density we have Ph = h. Then, in analogy with Lemma 5.2.2 holds
Lemma 5.5.1. There exist a > o and b > 0 such that the cone

c={recm | o< s <2 [ 117 < L

X

f(w)} |

18 tnvariant with respect to the Perron-Frobenius operator.

Proof. Obviously, the first condition is invariant by P. If f belongs to the cone

Pry@i=| 3 2L fy s )
yerig 1D |D,T?
> (2Cya‘1+ a+by) f(y)
—yeTflx |DyT|2 y|DyT| |DyT|
a+bx 2C y* 1T (y) T(y) a+by
= Pf(x)ysel{lo%]{!DyT|2a+bT (v)  ylDyT|a+bT(y)

Let Q(y) being the term in brackets. We have

Y Y
1) = [ DTdt= [ (1t ot ))dt =y + Stk ol
0 0

a—+1

a+1
d > 0 such that Q(y) < 1 on [0,0] provided a is big enough. Next, outside this
neighborhood, we have y > § and |D,T| > v > 1, so
12067 a1 1
< —

Q0 S
(y)_a - +b57+7<

provided a and b/a are big enough. O]

Which shows that Q(y) < 1+ (% +o( - 1)) y*~+o(y®). Therefore there exists

10. Such a result should extends easily to maps expanding but for some fixed points {p;}
where D), T = 1. We can define () = min, [ — p;| and assume DT continuous but in the
points {p,} and

D27 < Co(a)
|D,T| =1+ c;j0(x)* + o(6(x)”).

Then the same cone with a;lzz()r) instead of atvb‘” should be invariant.
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In addition, we assume that for some 0 < 3 < 1,0 < v <1 and ¢, > 0,
Yo < h(z) < c,a™. (5.2)

It follows that a sharper cone is invariant. Note that in the process of proving
the next lemma we will establish the analogous of Lemma 5.2.4.

Lemma 5.5.2. There exists 0 > 0 and 0 < v < 7y such that

1
C*:{f€C|f(x)27/O f for z <46},

18 1nvariant with respect to the Perron-Frobenius operator.

Proof. The proof starts by establishing the analogous of Lemma 5.2.4
Sub-Lemma 5.5.3. If f € C, then

>_
min f geb/ 1

provided 0 is chosen small enough.

1
x) < QC*x_B/ f
0

|f'()] < (az™' 4+ b)f(x)

coming from the cone and the assumed estimate on the invariant measure. For
x >y > 0§ the second bound yields

DR O

Accordingly, normalizing [ f =1,

| /f /6f+/1f< 26§18 | 5=acb min f.
= = _— 1
0 k) _1_5 €[4, 1]

Next, by choosing ¢ sufficiently small, we have %51*[3 < % from which the result
follows. o

Proof. We have the bounds

and

Let p = ||DT||oo. We choose & so small that for all y < § hold |D,T|™' >
1 —2¢6® and Sub-Lemma 5.5.3 together with 1 —2¢6® +pu~! > 1. Let x < 6, then
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T~z will consist of, at least, two points y; < § and y, > §. By choosing v small,
holds

5" '
Pf(l’) Z’Dle‘ilf(yl) + qulf(yZ) > (1 — 26504)")/ + ,Uil min {'77 _}:| /(; Pf

2eb
1
> 7/ Pf.
0

This is enough to show that inf f >~ [ f whenever f € C,, which implies (since
the constant function 1 belongs to the cone C)

[]

7111;% [1511f] P"1>~>0. (5.3)

We have so generalized the two ingredients of section two used in the paper:
the existence of an invariant cone for P that allows to obtain the estimates used
to prove Lemma 5.3.1 and the analogous of Lemma 5.2.4, necessary in proving
Proposition 5.3.3.

The reader can then easily generalize section three, since the distortion esti-
mates depend only on the behavior of the neutral fixed point which is ensured by
our assumption on D?T'. Section four follows exactly in the same way yielding a
polynomial decay depending on « and (.

In conclusion, the following more general result holds:

Proposition 5.5.4. Given a map T satisfying (5.1), if it has an absolutely conti-

nuous invariant probability measure with density satisfying (5.2), then for all
gelL>®, feCW, [f=00<y<i-2 holds

‘/fgoT“

for some constants ¢4 and C(||f|lcw)-

< aC([[fllec)liglloon™

Here we do not address how to obtain the needed estimate on the invariant
density, although several approaches (besides the ones in the style of what we
have done in section two) are possible (see, for example, [Tha80] where a result
of the type (5.2) is obtained by inducing).
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5.6 KEtude des temps de retour

Nous allons nous attacher maintenant a I’étude des temps de retour pour le
modele défini dans la section 5.1. Vérifions pour cela que les bornes sur les erreurs
par rapport aux lois classiques, calculées au chapitre 3, sont calculables pour ce
modele.

Cette application a une partition de Markov finie (avec deux éléments), mais
pour notre probleme il est plus simple de considérer la partition dénombrable &
générée par les préimages a, de 1 (voir page 72), £ = { A,n| m € N} avec A,, =
|ans1,a,).

On peut associer pour chaque point z € X =]0,1] une unique suite infinie
W = wiws... avec la propriété que T™ 'z € A, pour tout entier m > 1. On
dénotera par U,,(z) le cylindre de taille m contenant z. Clairement, toutes les
suites w ne sont pas admissibles. En fait, w,,w,,.1 peut apparaitre dans une suite
ssi Wy, = 00U W1 = Wi — 1.

On dira qu'un cylindre C' € & est maximal lorsqu’il est envoyé en exactement
k itérations sur X. D’apres les propriétés de la matrice de transition, un cylindre
non vide C' = [wy ... wg] est maximal ssi wy = 0.

Cette étude sera menée pour la mesure naturelle p de I’application, absolu-
ment continue par rapport a la mesure de Lebesgue .

Théoreme 5.1. Pour presque tout z € X, la distribution limite des temps de
retour est la loi exponentielle, et plus précisément, pour tout 5 < [(a),

SUp |, (=) | 7o, (2) > ——— | —exp(—t)| = O(u(Un(2))?).

g s (s > Sy ) ~ (0] = o)

avec Uexposant critique B(a) = 1 — a.

Théoreme 5.2. Pour presque tout z € X, la distribution limite du nombre de
visites dans Uy, (2) suit une loi de Poisson, et plus précisément pour tout t > 0,
K>0etp<pla)

tK

H0n(z) (N (1) = K) = =

exp(—w\ = QU (2))V/ ),

avec Uexposant critique (o) = 1 — a.

On trouve pour ces deux théoremes une dépendance en a de I'exposant “cri-
tique” B(a) = 1 — a des plus simples, laissant présager un lien plus profond entre
les deux quantités. Rappelons que d’apres la remarque 3.2.1, on ne peut pas
avoir 8 > 1. On meénera dans le chapitre 6 la méme étude pour des applications
uniformément hyperboliques multidimensionnelles, et ’on trouvera un exposant
critique # = 1, qui est optimal. Il serait tout a fait remarquable d’établir un
lien plus général entre les propriétés hyperboliques d'un systeme et la vitesse de
convergence de ces lois.
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Ces théoremes sont obtenus en appliquant les résultats du chapitre 3. On
calculera les quantités définies dans le Lemme 3.4, et 'on montrera aussi que
pour presque tout point, les partitions formées par U,,(z) et son complémentaire
vérifient une propriété proche de I'a-mélange, la vitesse de mélange étant du
méme ordre que la vitesse de décroissance des corrélations, calculée dans 'article
précédent (sections 5.1-5.4). Il est possible d’estimer assez finement les différentes
quantités mises en jeu, ce qui permet de donner cette borne supérieure (la me-
sure de I’ensemble puissance (3) trés simple sur la vitesse de convergence a la loi
asymptotique.

Tout d’abord, citons a nouveau les résultats obtenus précédemment, dans un
langage plus commode pour ce qui va suivre. Ceux-ci sont valables pour une
constante a assez grande.

(Lemma 5.2.2) Le cone C,(a) (défini dans le Lemme 5.2.2) est invariant par
lopérateur Pi.e. P(C.(a)) C Cyi(a).

(Lemma 5.2.3) La densité h appartient au cone C,(a), donc % < (z/y)** et
h(z) < ax™®.

(Proposition 5.3.3) Dans la démonstration de cette proposition, on montre en
fait I'inégalité de distorsion suivante :
Il existe une constante D telle que pour tout k et x,y € C' € &,

D,T*
D,T*

<D < 0. (5.4)

On supposera sans perte de généralités que a > 4D. On utilisera le mélange
sous la forme suivante:

(Theorem 5.4.1) Dans la démonstration de ce théoréme, on établit que pour
tout f € Ci(a),

<o .
oy < POl

(s -200)

Avec ®(n) = Cn~at(logn)=. Pour alléger les notations, on oubliera la
correction logarithmique pour ne retenir que le terme polynomial.

Commencons par donner un petit résultat utile pour la suite, qui est une
conséquence de la distorsion et de la dilatation.

Sous-Lemme 5.3. [l existe une constante B telle que pour tout k et C' € & avec
T*FCNC#0,
sup Pklc < Bk~ 11/,

Preuve. Notons C' = [wy...wy]. On veut estimer sup P* 1o = 1/infc DT®. Si wy, #
0, alors il existe j < k tel que w; = 0. En perdant au plus un facteur D, on peut
supposer que wy, = 0 (il suffit pour cela d’échanger |w;...w;| et [wjt1...wi]). Dans
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ce cas, le cylindre C est envoyé sur tout l'intervalle en k itérations. Ce n’est pas
difficile de voir alors que la dilatation minimale a lieu pour C' = [(k—1)(k—2)...0],
et elle est minorée par D, T* > ck'*1/ La conclusion vient en prenant B = D/c.

m

On peut alors montrer les lemmes suivants. La raison qui a motivé 1'uti-
lisation du temps de premier retour des cylindres est inspirée par les travaux
de Hirata [Hir95], ou ce temps de premier retour joue un réle crucial. On no-
tera 7(U) le temps de premier retour de I’ensemble U, c’est-a-dire que 7(U) =
inf {7y (x)|z € U}.

Lemme 5.4. La quantité an(U) définie dans le Lemme 3.4, pour U = U,,(z) est
bornée par

4D Nup(U)

infh N(TTWU)’

an(U) =

Preuwve. On supposera que N > 7(U), car sinon on a trivialement ay(U) = 0.
Posons T = 7(U). Pour tout z dans X, on a

an(U) < ENJLM(T—J'UmU)

N 1 .
- Zﬁ/P (Iyh) TydX

Pi(Tyh
< N sup sup(—(]).
j=r.N U h

Or la distorsion et la régularité de la densité nous donnent
PT(th) = ho T[;TDTJTITTU
1
D hoT,;"DT;;" I1-ydA
NT7U) / v

n(U)
< 4Dm.

<

Finalement, Ph = h et P étant un opérateur positif entrainent

Pi(Iyh) P71 pimT_h 4D u(U)
< PT(1yh) < — 0 g P(1,,0) < .
po Sy sw el s =R sw Pr(luh) < e S

]

Ce lemme donne une bonne estimation & condition que I'intervalle 7™ U soit
assez grand. Ce sera le cas si 7(U) est lui aussi assez grand. C’est I'objet de la
proposition suivante, qui dit que c’est presque toujours le cas, et méme que le
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temps de premier retour du cylindre est du méme ordre que sa taille (i.e. 'ordre de
la partition dynamique a laquelle il appartient). C’est un résultat intéressant en
lui-méme, car il assure qu'une propriété topologique est vérifiée sur un ensemble
de mesure pleine.

Un
Proposition 5.5. Pour presque tout z € X, on a liminf M > 1.
m— o0 m

Preuve. Soit w € N fixé, et 1/2 < 6 < 1. Considérons I’ensemble (on notera
Nin(2) = 7(Un(2))),

Ay =A{z € X|w = wwy =0,N,, <om}.
Si

Z 1(Ap) < oo, (5.5)

alors le Lemme de Borel-Cantelli assure que pour presque tout z € X tel que
w; = w on a N,, > dm, excepté pour un nombre fini de m. Ceci est suffisant pour
prouver la proposition, si ¢ est arbitrairement proche de 1.

Pour établir (5.5), il suffit de considérer la mesure de Lebesgue a la place de
i (la densité est bornée inférieurement). Mais

[m/2) 5m
MAR) =D ANu=k) + > ANw=k).
k=1 k=[m/2]+1

o+ 2

Analysons plus en détail comment ces ensembles sont composés.
(1): Dans ce cas, le cylindre U, tel que N,, = k doit étre de la forme

Un = [(w1. wi)(wr-..wg)..(wi. wg)..].

/K]

Donc pour k < [m/2], le cylindre est complétement déterminé par ses k premiers
symboles. Posons C' = [w;...wg|, et disons qu’un cylindre de longueur k est ad-
missible (admis) lorsqu’il est le début d’un cylindre de A,, avec N,, = k. P étant
l'opérateur dual de la dynamique, on a

[m/2]
1 < > Y MenTHFCn. . nTTIEC)
k=1 C admis
[m/2] [m/k]—1
< Z Z (sup Pklc) ACO)
k=1 C admis C

[m/2] [m/k]—1
< sup (sup P*1 ) :
; C' admis ( C ¢
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On divise maintenant la somme sur k en trois parties, chacune pouvant étre
estimée de différente maniéres.

Puisque T* est injective sur C € &, P*Ic < r = 1/infy, DT*. De plus,
r < 1 car la dérivée de T est strictement supérieure a 1 sur C'. Prenons kg le plus
petit entier tel que l<:(1)+é > eB. L’inégalité de distorsion 5.4 et le Sous-Lemme 5.3
donnent alors

ko m/3 [m/2]
< Zr[m/k} + Z Bk 1— l/a m/k—2 Z Bk~ 1— 1/04
k=1 k—ko m/3

1l est facile de voir que la premiere et la derniere série sont sommables par rapport
a m. Pour la seconde, c¢’est un peu plus délicat, mais en fait on peut se rendre
compte que les termes (Bk~'71/*)™/*=2 gont croissants lorsque k est supérieur a
ko. Une majoration triviale de la somme est alors B3'/*m~%, qui est sommable
avec m. Ceci conclut I'analyse du cas (1).

(2): Dans ce cas, le cylindre U, doit étre de la forme

U, = [&)1'"wmfﬁf"m*kﬂ“'w’g&’l"'wmfﬁ]'
Vo

m—k 2k—m m—Fk

Comme en (1), on pose C' = [wy...wn,—k|, et 'on dira que C' est admissible (admis)
lorsqu’il est le début d’un cylindre de A,, avec N,, = k.

om
2 < > > AenT*O)

k=[m/2]+1 C admis

om
< Z sup sup P,
ke=[m/2]+1 C admis [w]
Soit p = p(C') > m — k tel que C' € &, soit maximal (i.e. p(C') est le plus petit

des p tels que C € &,). Si p < k, en remarquant que 1 € C.(b), le Théoréme 5.4.1
et le Sous-Lemme 5.3 nous donnent

sup PP 1o < sup PP 1o sup PXP1 < ba;*Bp~ 'Y < ba,®B(m — k)1,
c c

Sinon, on a C € &, et T"*CNC # 0 (car U,, C C et N,, = k), on obtient donc
PiIo < BE™'7Ve

Ork>m—k > (1—09)m, donc la série (5.5) est sommable quel que soit § < 1.
[l
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Lemme 5.6. Pour tout z € X, et pour tout m tel que Up,(z) € &, soit mazimal,
la partition U = {Up,(2),Un(2)°} vérifie une propriété proche de l'a-mélange:

—N—j )
o'(N)=sup sup sup pENT 5 _ w(S)| = O((N —m)t~a).
JEN Rell; Sells p(R)

TIRCU

a une correction logarithmique pres.

Preuwve. Soit z € X, et m tel que U,,(z) € &, soit maximal. Soit U la partition
formée par U,,(z) et son complémentaire, et U; les raffinements de cette partition.
Pour R € U; tel que TR C U, on a R € 0(&,,+;) et R est une union de cylindres

Vfbﬂ € &m4j maximaux, soit alors V' € &, ; 'un d’eux. Pour tout S € T-N+)B,

il existe un ensemble W € B tel que R = T-WN*)W . On a alors

(x) = p(VNS)—uV)uS)
_ /IVIWOTN+jhd)\—/u(V)hIWd)\

_ / PNy — p(V))] TwdA
< |PYHR(Ly — p(V)]] -

Pour avoir un bon controle sur la vitesse de mélange, il faut exploiter le fait que
V' est maximal:

(*) S HPN_m[Pjer(hﬂ\/) - M(V)]HLl(/\) + ||PN_m[M<V)h - M(V)]HLl()\)
< 4a®(N —m)u(V),

avec ® donnée par le Théoréme 5.4.1, pourvu que P™%(h1y) € C.(a), ce qui est
le cas d’apres le Sous-Lemme 5.7. On achéve alors la démonstration en sommant
sur tout les cylindres maximaux formant R. O

Sous-Lemme 5.7. Pour tout cylindre V' € §, maximal,
PP(h1y) € Ci(a).
Preuve. Notons pour simplifier f := PP(hly) et Ty : V — X la restriction de T
aV.
Comme TP est injective sur V,

f(x) =hoT™P(x)D,T}".

En particulier, f est continue. Pour montrer que f appartient a notre cone C,(a)
de fonctions régulieres, il faut vérifier quatre propriétés:

1. f est positive. C’est clairement le cas.
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f est décroissante. Puisque h € C,, h est décroissante. De plus, TP est
décroissante et concave donc h o TP et DT\,* décroissent.

T f(z) est croissante. Puisque Ty,” : X — V est croissante, c’est équivalent
de montrer que la fonction

1

a+1
() hw) o

est croissante sur u € V. Mais si I’on remarque que
U D, TP
est croissante sur V' € &, (c’est trivialement vrai pour p = 1 et le cas général

s’obtient facilement par récurrence), et que u®'h(u) croit, on obtient le
résultat.

f(z) <ax™ [ f. Comme [ est continue, il existe v € V tel que

[ £= s =ne) 5

L’estimation de distorsion 5.4 montre qu’il existe D > 0 tel que pour tout

ueV e, b
v <D

D, Tr —

Par ailleurs, d’aprés le Lemme 5.2.3 on a

% : <%>QH = (aiuil)aﬂ'

Mais par définition des a,, il est clair que aa”il < 2. Par conséquent, il
wi

vient pour v = T’z

carxz <1 et2°"'D < q.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer les théorémes.

Prewve. [Théoréme 5.1] Soit € > 0. Soit z un point typique pour la Proposition
5.5 et le Théoreme de Shannon-McMillan-Breiman 1.8. On va appliquer le Lemme
3.4. Soit mg tel que pour tout m > mq on ait (1 —e)m < 7(U,,(2)), p(Un(z)) <
exp(—m2h,/3) et aussi p(Uep (T 2)) > exp(—(2[em])h,).
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Pour alléger les notations, posons quel que soit m, U, = U,,(z). Pour tout
m > myg tel que U, soit maximal, on a (1 —e)m < 7(U,,) < m, et tous les itérés
T9U,, pour 1 < j < m sont a une distance supérieure a a,, du point fixe neutre
(car Uy, est maximal). Si 7(U,,) < m, la densité reste bornée sur 'orbite par
ba,., d’ou

exp(—2emh,,).

Le Lemme 5.4 nous donne alors I'estimation avec N = p(U)~“e,
an(Un) = O(u(Up) =),

Le Lemme 5.6 avec R = U, (rappelons que U,, est maximal) nous donne

b (Un) = O(((Un) =4 = m)!72) = O(u(Uy) ~*H90720).
On peut appliquer le Lemme 3.4, qui donne finalement que

c(Un) =< an(Un) + 0x(Un) = O(1(Upn)°)-
Pour f<1—a—-3cet3<1—a—2¢(1/a—1). On conclut donc que
d(Un) = O(1(Un)") (5.6)

pour tout 3 < 1—aq, € étant arbitrairement petit, ce qui termine la démonstration
en appliquant le Théoreme 3.3. O]

Prewve. [Théoréme 5.2] Soit z un point typique qui vérifie le Théoréme 5.1. Pour
m tel que U, soit maximal. D’aprés la note de bas de page du Théoréme 3.5, la
condition affaiblie d’a-mélange

o/ (M) = O((M —m)*~=)

donnée par le Lemme 5.6 est suffisante pour appliquer ce Théoreme. Prenons
alors M = p(Uy,)~® On trouve alors, pour tout § < 1 — «, grace a I'estimation
(5.6) et au Théoréme 3.5 une erreur de 'ordre

FK,U,) = const[d(Uy,) + o/ (M) + Mu(U)] = O(u(Up,)?).

Donc d’aprés le Théoreme 3.6, I'erreur finale pour la probabilité d’avoir K visites
est de I'ordre de u(U,,)?5+1) pour tout 8 < 1 — a. O
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5.7 Propriétés de Bernoullicité

Les calculs menés dans la section précédente nous permettent facilement
d’établir que la partition dénombrable £ (et donc par conséquent la partition
a deux éléments) est faiblement Bernoulli.

Théoréme 5.8. La partition & est faiblement Bernoulli pour (X,T,u). La vitesse
de mélange est de l'ordre de 3(n) = O(n'=Y%), a une correction logarithmique
pres.

D’apres le Théoreme de Friedman-Ornstein 1.11, cette propriété est suffisante
pour affirmer que le systeme (X,T,u) est métriquement isomorphe a un décalage
de Bernoulli.

Pour la démonstration, on va utiliser un lemme d’Hofbauer et Keller [HK82b],
qui traduit la propriété de Bernoullicité faible dans le langage de 'opérateur de
Perron-Frobenius.

Lemme 5.9. La vitesse de Bernoullicité faible est majorée par
B(n) < sup > [P (X g = p(R))A)| 1y
meN Reém

Pour tout k et [ entiers positifs on dénotera par 5’““ la partition T7%¢,. Rap-
pelons que B(n) = sup D(&,,E0 1) ot D(R,S) pour deux partitions R et S

m,l
est définie par

= > RN S) = u(R)u(S).

ReR Ses§

Preuve. En posant S7, I'union des S tels que u(RNS) > p(R)u(S) et Sp = X\S%,
il vient

DEmnin™) = D (In(RNSE) = nB)u(SHI + (RN Sg) = w(R)u(Sk))

Reém

— Z /J[S;(le— hd/\’ ‘/ (Igr—p ))hd/\‘

Reém

= 3| [P - nmpmar +

, Q1
Regy, VTSR

< 2) 1P R = p(R))R) |1

Reém

/T P (5 — p(R))h)dA

m—+n SE

Ce qui démontre le Lemme. O
On est maintenant en mesure de prouver la Bernoullicité faible

Preuve. D’apres le lemme que 'on vient de montrer, il suffit d’estimer

[P (X7 — n(R))D)|
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avec R € &,,. Soit alors pr > m l'entier pour lequel R € &,,, est maximal. On va
décomposer la somme sur tous les cylindres R € &, en deux parties. Soit M (m,n)
I'ensemble des cylindres maximaux pour pg < m +n/2. Pour R € M(mn), le
méme calcul qu’au Lemme 5.6 donne

|P™ (£ = (RN 3 < p(R)O((m + 1 — pr)'=0%) = p(RYO( ).

Or l'ensemble des cylindres qui n’appartiennent pas a M(m,n) est exactement
T=™10,a,,2), dont la mesure est égale a

M(T_m+1[0,an/2]) = 11([0,a/2]) = /Oan/2 h(z)dz = O(nt=1/e).

D’ou la conclusion. OJ
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Chapitre 6

Applications
Multidimensionnelles dilatantes
avec singularités

Dans ce chapitre nous allons étudier des endomorphismes dilatants 7" d'un
sous-ensemble compact Q de RY. Les sections 6.1 & 6.3 sont extraites d'un article
[Sau98] en cours de soumission a la revue Israel Journal of Mathematics.

On considere des transformations uniformément dilatantes, contrairement au
chapitre précédent. Toutefois, I'existence de singularités, et 'absence de codage
simple comme les partitions de Markov [PP90], ou la structure de rang fini (FRS)
[Yur96] pose d’importants problémes. Nous allons discuter plus en détail des
difficultés occasionnées a la section suivante.

Nous verrons dans un premier temps comment prouver l'existence de me-
sures invariantes absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue.
La méthode employée est I'établissement d’un trou spectral pour 'opérateur de
Perron-Frobenius du systeme (voir le chapitre 2), sur 'espace de Banach (le choix
du “bon espace” est tres important [PGB90]) décrit en annexe B. Ce trou spectral
est obtenu en appliquant un Théoreme abstrait de Ionescu-Tulcea et Marinescu
[ITM50], ce qui est possible car une inégalitée de type Lasota& Yorke [LY73] est
vérifiée.

Ensuite, apres avoir regardé de plus pres les propriétés des mesures invariantes
absolument continues, on donnera une borne constructive sur le nombre de com-
posantes ergodiques (rappelons qu’il n’y a pas, en dimension supérieure, de lien
simple entre ce nombre et la cardinalité de la partition dynamique, voir [GBP91]).
Dans la section 6.3, on calculera une estimation constructive du taux exponentiel
de décroissance des corrélations, en utilisant une technique (la métrique de Hil-
bert définie en annexe A) proche de celle employée au chapitre 4. Pour terminer,
on établira grace a I’étude menée au chapitre 3 les lois limites des temps de retour
et du nombre de visites dans des petits ensembles, en suivant les grandes lignes
du chapitre 5.
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Notre approche nous permet de donner un théoreme ayant des hypotheses
assez peu restrictives dans ce contexte. On peut ainsi traiter des applications
discontinues sur des ensembles tres irréguliers, méme fractals. Par ailleurs, on
donne aussi des conditions générales pour qu’'une application avec des domaines
C) par morceaux vérifie nos hypotheses. Enfin, on vérifiera dans un exemple
concret (une application discontinue sur une courbe de von Koch) les conditions
demandées.

6.1 Le probleme des singularités

Lorsque l'on a a faire a des applications multidimensionnelles, les résultats ne
sont pas aussi généraux que sur l'intervalle: La géométrie de la partition dyna-
mique va maintenant jouer un role tres important.

On peut comprendre le phénomene de la fagon suivante: Ce qui rend une
application dilatante chaotique, c’est le fait que tout petit voisinage est dilaté
uniformément par 'application. De ce fait, apres itérations successives, un petit
voisinage finira par presque tout recouvrir assez uniformément.

Lorsque des singularités sont présentes, notre voisinage va étre découpé en
petits morceaux, et bien que la taille de chaque morceau ait augmenté uni-
formément, il peut arriver que, a cause d’un empilement trop important, la taille
du voisinage ait en fait diminué! Ce phénomene ne peut pas arriver sur l'inter-
valle, car un intervalle n’est coupé qu’en deux morceaux des qu’il est assez petit,
alors que la dérivée augmente exponentiellement vite en itérant. La différence es-
sentielle est que la partition dynamique est composée d’intervalles en dimension
un, alors que ce sont des ensembles plus complexes en dimension supérieure.

Les premiers résultats pour ce type d’applications utilisent comme espace fonc-
tionnel pour I’étude spectrale de PF les fonctions a variation bornée. En dimen-
sion supérieure a un, les généralisations de la variation n’utilisent pas de structure
d’espace ordonné. La variation d’une fonction est définie comme la variation to-
tale de la mesure (éventuellement) obtenue en dérivant cette fonction au sens des
distributions. Cette approche permet de traiter certains problemes. Toutefois,
la variation comporte plusieurs inconvénients, qui limitent considérablement le
champ d’application de la méthode.

- Certaines fonctions de BV ne sont pas bornées,

- Les théoremes de traces sont tres sensibles a la géométrie des ensembles,
Ces deux points sont la source de plusieurs problemes. Pour controler la trace
des fonctions de BV sur les bords des partitions, il est nécessaire que ces bords
soient réguliers (variétés régulieres par morceaux de codimension 1 , absence de
cuspides!). Citons toutefois [AZ96], ol en utilisant le fait que les cuspides ne

1. On dit qu'un domaine possede une cuspide (en anglais cusp) en un point C si on ne peut
pas faire rentrer un cone d’ouverture strictement positive dans son intérieur. Voir la Figure 6.1
pour un exemple.
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posent pas de problemes de 'extérieur, elles peuvent étre “oubliées”. Mais la
difficulté persiste lorsque 'extérieur n’existe pas, comme dans ’exemple donné

dans [PGB90).

Fi1G. 6.1 — Ezemple d’un domaine contenant une cuspide en C.

Nous allons utiliser dans la suite ’espace de fonctions “quasi-Holdér” V,,, dont
les propriétés sont citées dans I'annexe B. Cet espace fut introduit par Keller
[Kel85] pour des applications unidimensionnelles (et pour les états d’équilibre).
En fait, on peut encore travailler dans cet espace en dimension supérieure, au
moins pour les mesures absolument continues. Dans [Bla87], Blank a utilisé cet
espace et donné des résultats similaires, avec une hypothese ad hoc (malheureu-
sement, celle-ci n’est pas souvent vérifiée) sur la partition dynamique.

Hypotheses

Soit Q un compact de R, avec clos(intQ) = 2, et T : Q — Q. Soit 0 < a <
1. On suppose qu’il existe une famille finie d’ouverts U; C 2 et d’applications
Ty, = Ty, tels que:
(DS1) pour tout ¢ # j, U; N U; = 0, B
(DS2) il existe g, pour tout i, T; € C*+)(U,), T; injective et T, * € CUF) (B, (TU;)),

(DS3) m(@\|JUi) = 0,

(DS4) il existe s < 1 tels que pour tout u,v € TU; vérifiant d(u,v) < €y on ait
d(T T M) < sd(uw),
G(e)

K3
«

(DS5) pour tout gy suffisamment petit 7(gg) := s + sup gy < 1, ou

e<eo

£) = su m (Bs(g(aU@) N B(l_s)go (.T))
G( ) N zERIJ)V i m (B(l—s)so(x))
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G(e) est la somme maximale sur tous les domaines de la proportion de
points dans un voisinage arbitrairement petit (de rayon (1—s)eg) extrémement
proches du bord (a une distance €) du domaine.

Remarque 6.1.1. 1. Soulignons que ni Q2 ni méme les U; n'ont besoin d’étre
connexes.

2. (DS5) peut sembler a premiére vue difficile a obtenir. En quelque sorte, cette
hypothese entraine que les trajectoires typiques ne sentent pas les disconti-
nuités. Donc la dynamique est essentiellement réquliere. On calculera cette
quantité dans un exemple d’application discontinue sur un ensemble frac-
tal. Dans le Corollaire 6.4, on donnera des conditions explicites permettant
d’obtenir (DS5) dans le cas de bords CV) par morceaus.

La Figure 6.2 donne un exemple de domaines U; avec des bords réguliers.
G(e) est alors le supremum sur tous les x de la somme des trois aires entre
les courbes pointillées, divisé par Uaire du disque B(x).

B(x)\/ B(x)

Fi1c. 6.2 — Domaines typiques et voisinage des bords.

Avec ces hypotheses, il est facile de voir que 'opérateur de Perron-Frobenius
du systeme podéré (Q,T, — log | det DT)

Ph =Y (gh)oT; Ty,

ou le poids g est donné par g = De plus m est une mesure conforme

|det DT|’
du systeme.

6.2 Trou spectral

Grace aux hypotheses il sera possible d’obtenir une inégalité de type Lasota-
Yorke pour ces applications. Ceci nous permet d’établir que P est un opérateur
quasi-compact sur 'espace fonctionnel V. On utilisera des fonctions définies sur
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tout R, et non seulement sur . Bien qu’il aurait été possible de travailler avec €2,
cela nous aurait donné de tres mauvaises estimations par rapport a la dimension
et la forme de €. C’est du au fait que la mesure de Lebesgue d’une boule dépend
seulement de son rayon, alors que le volume de B.(x)N {2 est susceptible de varier
énormément lorsque x est pres du bord de €.

Voila maintenant le lemme clef de cette section

Lemme 6.1. Supposons (DS1)-(DS5). Alors il existe n < 1 et D < oo tels que,
pour f €V, Pf €V, avec

PAa < alfla+D [ 11

Preuve. D’apres (DS2), il existe pour chaque i un voisinage de clos(TU;) sur lequel
on peut étendre T, *. Sans perte de généralité on peut supposer que ce voisinage
est B.,(TU;). Dorénavant T; et T,"! représentent les applications étendues. On
supposera de plus que B, (U;) D T, 'B.,(TU,;), et qu'étant donné ¢ < &, et
x,y € Bys(z), on a

| det D, T; — det D,T;| < ¢|det D,T;| °. (6.1)

Remarquons que ceci peut étre obtenu par (DS2) en prenant ey assez petit
(la partition étant finie). Soient f € V,, et € < gy. Pour presque tout x € RY on
a par (DS3), (DS1) et la proposition B.3

osc(Pf,BE(x)) < Zosc((fg)oTi_llfTUi,Bg(x))

< Zosc((fg) o T, 1 TU; N Be(x)) Iry, (x) +

Esup |fglo 7
TU;NB.(z)

< Z osc(fg,Ui N T_lBE(x)) Iry,(z) +

+2 I o1, ()

+2 Esup |fg|

UiNT; ! Be ()

15 orv,) ().

On montre maintenant que cette fonction est d’intégrale bornée par 1| f].e® +
DI f||z1 € pour des constantes ) < 1 et D arbitrairement grande.
Voyons tout d’abord le premier terme de cette inégalité; pour x € TU;, si
-1
Yi = 71 Z,

Rl(l)(:c) = osc(fg,UZ- N Tl-_lBE(a:)) < osc(fg,Ui N Bsg(yi)),
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qui est par la proposition B.3.iii, pour presque tout x € TU; inférieur ou égal a

R(l)(a:) < osc(f,Bss(yi)) Esup g¢ —|—osc(g,UZ» N Bss(yi)) Elnf |f]
UinBae (y:) Bse (v:)

< (1 + es®e®)osc(f,Bae(4i)) 9(yi) + | FI(yi)g(yi)ese”.

On peut alors estimer le premier terme,
Z RV Iy, < (1+ csaea)P(osc(f,Bsg())) + cs%e P|f]. (6.2)

Une intégration nous donne alors

[ w0 < reste) [ose(rB) v [ ]
RN

RN
< (14 es%e)|flase™ + csaaa/ Il
RN

Pour le second terme, les calculs sont plus délicats et requiérent une connais-
sance plus importante de la structure de la partition. C’est ici qu’interviennent
les hypothéses géométriques sur les domaines.

RP(x):= Esup |fg|- Tp.oru ().
U;NT; ! Be(2)

puisque x € B.,(TU;) on obtient par définition de g et (DS4) (y; est toujours
-1
z)

RP(x) < Es(ul:; If] - [ det DT (1 + es%®) - Ty, o0 (%)
Bs Yi

Une premiére intégration sur RY, suivie par un changement de variable nous
donne

(2)

Bss yz)

D’apreés la proposition B.3.iv (avec a = se, b= (1-5)gg et ¢ = gg) le supremum
de |f| est borné par son oscillation plus sa moyenne. Ceci donne (6.3) inférieur
ou égal a

I, (ouy)
Jo WSS i 110 el Ba ]

qui devient apres I’échange de I'ordre d’intégration

IBse 13(1 $)eg (2 )(y)
/dz [1£1(2) + osc(f, Bz, (2 /dyz Bi-ss(y)
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Finalement, la mesure d’une boule ne dépendant que de son rayon, on peut affir-
mer, en utilisant (DS5) que

/RN SORP(@)de < (14 es7e)Gle) (/RN 0s¢(f.Buy (-))dm + /RN |f|dm>
< (14 052G ()| flact + (14 5% G (e) /R fldm.
Pour conclure, rassemblons les estimations pour Rz(l) et R,EQ)
[ ose(PrB)dr £ (1 clse)) 5% + 2G(E)eR] Ll +

+1e(s0)" +2(1 4 c(52))GE) [ | 1Fldm

(sl +D [ 1fldm) e

IA

avec
n = (1+ cs%eg) <s“ + 2 sup
e<eo
et
D = ¢s® +2(1 + ¢s%g) sup G(e)e™ .
e<eo
Le lemme est prouvé par définition de | - |,, a condition que la constante €y soit
choisie suffisamment petite pour que I'on ait n < 1 (c’est possible car n(gy) < 1
par (DS5)). O

Ce résultat est suffisant pour obtenir le trou spectral pour PF, et la décomposition
spectrale annoncée au chapitre 2 est valable.
Théoreme 6.2. Soit T' une application qui vérifie (DS1)-(DS5); alors T admet
la décomposition spectrale (définition 2.5) du chapitre 2, et les propriétés dyna-
miques énoncées dans la proposition 2.7.

Preuve. On applique le Théoréeme de Ionescu-Tulcea et Marinescu [ITM50], avec
comme espaces de Banach E = L'(Q2;m) et B = {f € V,|supp(f) C Q}. (B est un
Banach d’aprés la proposition B.5 et la fermeture de 2). On notera respectivement
Ifll1 et ||f|la les normes de f dans L. et dans B. Les hypothéses du théoréme
sont les suivantes:

1. Pour toute suite f, C B, ||fu]la < une constante K, lim, ||f, — f]l1 = 0
implique f € B et || f|lo < K.
C’est la cas d’apres le lemme B.4.

2. Il existe une constante H telle que |P"|lo < H pour tout n.
Grace au Lemme 6.1, il suffit de prendre H = D /(1 — n).
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3. L’inégalité du Lemme 6.1 est satisfaite.
4. L’image par P de la boule unité de B est compacte dans L} .

La boule unité de B est compacte dans E par la proposition B.8, donc son
image par P qui est continu sur E est encore compacte.

Toutes les hypotheses étant vérifiées, le Théoreme (1.5) dans [I'TM50] entraine la
présence d’un trou spectral (définition 2.5) pour I'opérateur de Perron-Frobenius.
Finalement, comme B est dense dans L*(2,m), la proposition 2.7 s’applique. [

La dynamique (de Lebesgue-presque tout point) est donc décomposée en une
dynamique mélangeante (pour un itéré de I’application) sur un nombre fini d’en-
sembles.

Notation. On notera ky le volume de la boule unité de RN .

Théoreme 6.3. Soit T une application qui vérifie (DS1)-(DS5); alors le nombre
E(T) de composantes ergodiques de mesure de Lebesgue positive est borné par

em <52 (2)

Preuve. Pour chaque composante ergodique, il existe une fonction propre h as-
sociée a la valeur propre 1 sur L} . Le Théoréme 6.2 assure alors que h € V,,, donc

|Phlo < n|h|o + D grace au Lemme 6.1. Ce qui donne en fait |h|, < %. Or, le
1

Lemme B.2 nous dit que I'infimum de h sur une boule de rayon ¢ = (I;D”) * < g
est strictement positif.

Par conséquent, chaque composante ergodique contient une boule de taille €.
Le nombre de telles boules étant nécessairement limité puisque le volume de )

Q
est fini, on obtient E(T) < m ]3 O
KNE

Le corollaire suivant donne une condition suffisante pour qu'une application
dilatante par morceaux avec des bords réguliers vérifie nos hypotheses. 11 s’agit
d’une condition liant le comportement hyperbolique local et la complexité de la
partition dynamique.

Corollaire 6.4. Soit T une application satisfaisant (DS1)-(DS4). Supposons
que les bords des U; soient inclus dans des sous-variétés immergées CY) par mor-
ceauz, et soit' Y le nombre maximal de ces composantes qui peuvent se rencontrer
en un point, c’est a dire

Y =sup Z #{morceau lisse contenant OU; qui contient x}.
zeQ
7

4s _ Kn_
alors, en posant 1y := s + ——Y Nl
1—5s ky

Sing < 1 alors (DS5) est vérifiée.

, on a le résultat suivant :
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Ajoutons ici qu’il n’est pas nécessaire de controler ’angle entre les morceaux
des partitions, contrairement aux méthodes reposant sur la variation bornée.
Cette condition est & considérer en itérant I'application, car alors s(7™) décroit
exponentiellement vite, tandis que Y (7™) n’a pas vraiment de raison de croitre a
ce rythme.

D’ailleurs, pour des endomorphismes du cube unité définis par une applica-
tion affine modulo Z~, Y/(T™) n’augmente que polynomialement avec n, ce qui
assure immédiatement que (DS5) est vrai pour n assez grand (déja pour ce type
d’application les méthodes usuelles ne donnaient pas de résultat complet, voir
[Buz97)).

Preuve. Dans un premier temps, considérons chaque composante lisse séparément.
Alors pour chaque point x dans RY, on calculera une borne de la quantité qui
entre en jeu dans G(g). Pour ce faire, on se rameéne par un changement de variable
au cas ou le bord est un morceau d’hyperplan.

Soit § > 0 que l'on fixera plus tard, et v < ¢. Considérons un morceau lisse I
du bord de U.

Soit # dans RY. On veut calculer :

m(B,(T') N Bs(x)). (6.4)

Si x n’est pas v+ 0 proche de I', alors il n’y a rien a faire. Sinon, on considére
la carte locale de coordonnées “préférée” ® de la variété immergée I, ¢’est-a-dire
que ® est telle que ®(I") est contenu dans un hyperplan H de RY | et I'on choisira
pour simplifier ® tel que D, ® = 1. On peut supposer ® : Bs(z) — RY pour un §
indépendant de x (rappelons que ) est compact).

On a alors l'estimation suivante pour y € Bs(z) (| - | représente la norme
Euclidienne de RY) :

[@(y) — @(2)] < [Da®(y — z)[ + 0(6) < 0(1 +0(1)),
donc (o(1) est une fonction qui s’annule avec )
®(Bs(x)) C Bsto1)) (®(2)).
De plus, étant donné z € I' et y € B,(z) N Bs(x) on a
[@(y) = @(2)] < [D-P(y — 2)[ + o(v) < (14 0(d))v + o(v),
ce qui implique
D(B,(I") C Bu140(5))+o(v)(H) C Byitory) (H).

Or I'application coordonnée est une C™") perturbation d’une translation, donc elle
change les volumes d’un facteur 1+ o(1). Donc (6.4) est borné par 1+ o(1) fois le
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volume de Bs1101))(®(x)) N By140(1))(H ). Ce dernier est bien évidemment maxi-
mal lorsque I’hyperplan H coupe le centre de la boule. Dans ce cas, la quantité
peut étre aisément estimée par 2v(1 + o(1)) fois le (N — 1)-volume de la boule
(N — 1)-dimensionnelle de rayon 6(1 + o(1)). Il vient alors

(6.4) < 2vkn_10V 11 4 o(1)).

La compacité de ) nous permet d’obtenir tous les “o(1)” uniformes en x. De
plus, si § est choisi suffisamment petit, alors le nombre de morceaux du bord
n’excede pas'Y .

On a donc B o
G(e) < Yo 1+ o(1)).
€) V2L (1 o()
Finalement, (DS5) sera vérifiée pourvu que ny < 1 et gq est assez petit. [

Quelques exemples

Soit T une application sur € = [0,1]?, discontinue sur une courbe fractale de
von Koch I'. La construction de I" est réalisée ainsi: On part de la diagonale D du
carré. On la découpe en trois segments d’égale longueur, et I’on remplace celui
du milieu par deux segments de méme taille, comme indiqué sur la Figure 6.3
On répete cette procédure avec chaque petit segment, et ainsi de suite. Soit I'
I’ensemble obtenu a la limite.

Fi1G. 6.3 — Troisieme étape de la construction de I.

Proposition 6.5. Une application définie sur Q qui satisfait (DS1)-(DS4) avec

a = ioﬁ et discontinue sur I' vérifie aussi (DS5) pourvu que s soit assez petit.
og3

Preuve. Soit 3 = }ggé (c’est la dimension fractale de I'). Soit § > 0, v < § et a <
2— (. On veut calculer la quantité (6.4) (voir le Lemme 6.4). Soit n = [loﬁg”;] +1.
Notre précision étant de v, il suffit de considérer ’approximation de I' au niéme
ordre. a cette échelle, chaque segment est de longueur (1/3)", et il y a au plus
47(26)° segments dans une boule de taille §. Il s’en suit que

(6.4) < 27[(1/3)"20 + TS < 2(2 + w0,
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Donc la mesure de I'intersection divisée par la mesure de la boule de rayon J est
bornée par

2°(1 4 2/m)6° 21275,
Par conséquent la contribution a G(¢) du bord I' peut étre bornée par
2%(1 + 2/m)(——)> P (=)> 7. (6.5)
1—s o
Donc (DS5) est vérifiée dés que la contribution des autres bords est telle que
G'(e
s* +n(I") + sup 5E’< )

e<eo

gg <1,

pour a < 3, avec
)*?

bl

n(T) == 2°71(1 + 2/7T)(1

et G'(¢) est G(g) moins la contribution du bord I'. (n(T") est le double de (6.5)
car I divise le carré en deux morceaux). O

On peut aussi en fait traiter le cas d’une partition dénombrable. Malheureuse-
ment, on n’a pas trouvé de conditions simples a vérifier pour ce genre de systeme.
Toutefois, il est intéressant de donner cet exemple, car ce type d’applications avec
une partition dénombrable est ce que 'on obtient quand on considere 'induction
d’un systeme multidimensionnel non uniformément dilatant.

Définition 6.1. Soit T une application pour laquelle on a une collection dénombrable
d’ensembles U;. Si T satisfait (DS1),(DS2),(DS3),(DS4) et (DS5s) alors on
appellera T une application o-dilatante par morceaux.
(DS2,) On demande (DS2), et le voisinage sur lequel T, * peut étre étendu peut étre
pris de rayon €y pour tout i. D’autre part, on veut que l’estimation de type
Hélder sur le déterminant (inégalité (6.1) dans la preuve du Lemme 6.1)
soit satisfaite.
(DS54, ) Si g est assez petit, alors

G(e)

—¢ep < 1,

s* 4+ sup

e<eo

avec

. T ' B.(OTU;) N B(i—g)e (7))
pz m(B—syen (7)) '

Proposition 6.6. Les Theoremes 6.2 et 6.3 sont valides pour une application
o-dilatante par morceaux.

Preuve. On donne juste un bref survol de ce qui doit étre changé par rapport a la
preuve déja faite. Essentiellement, il suffit de traiter la derniére partie du Lemme
6.1 (le calcul de Rl@)) plus précisément. Si I'on fait attention, alors on se rend
compte que la condition (DS5,,) est suffisante. ]
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Nous allons maintenant essayer de caractériser plus précisément les mesures
invariantes ainsi construites. Tout d’abord, on peut nettement distinguer topolo-
giquement les différentes composantes ergodiques de mesure de Lebesgue positive.
En effet, on a la proposition suivante:

Proposition 6.7. L’intérieur du support de toute mesure invariante par rapport
a T, absolument continue par rapport a la mesure de Lebesque, est de mesure
pleine.

Preuve. On va méme montrer un peu plus, que pour presque tout point du sup-
port de p il existe une boule sur laquelle la densité h est strictement positive.

Considérons les ensembles N, = {:1: € Q|Einfg_ ) h = O} ou 0 < g < gg.
Comme h € V,, on a

p(N;) :/ h(z)dm(x) §/ osc(h,B:(z))dm(z) < |h|ae®.

Ceci prouve que p(N;) — 0 quand € — 0. Donc N = NN, est de mesure nulle
puisque la suite N, est décroissante. Ceci prouve que pour j-presque tout point
x € Q, il existe un ¢ sur lequel 'infimum de h est positif. Un tel point x est alors
bien évidemment dans l'intérieur du support de . O

Le support de chaque densité étant la fermeture d’'un ouvert, deux mesures
invariantes absolument continues par rapport a la mesure de Lebesgue et ergo-
diques ont des supports d’intérieurs disjoints si elles sont différentes.

La formule de Pesin est également vérifiée pour ce type d’applications.

Théoreme 6.8. Pour toute mesure invariante absolument continue par rapport
a la mesure de Lebesque, [’entropie métrique est égale au taux de dilatation moyen
(somme des exposants de Lyapunov positifs):

(T = /log | det DT'| dpp = hy,(T).

Preuve. On sait que toute densité de mesure absolument continue par rapport
a Lebesgue est dans V,,, donc essentiellement bornée, ce qui suffit pour avoir le
logarithme intégrable. On peut alors appliquer le Théoréme 2.6 avec la partition
Z ou T est inversible, ce qui donne le résultat puisque ¢ = —log|det DT| et
H,(Z) < oo (car la partition Z est finie). O

Maintenant que des résultats théoriques ont été donnés pour les applications
dilatantes par morceaux, nous allons nous atteler a une tache plus pratique, c¢’est-
a-dire d’estimer concretement le taux de décroissance des corrélations. Pour cela
nous utiliserons la méthode déja employée au chapitre 4. La connaissance de la
mesure de référence (en l'occurence la mesure de Lebesgue) nous permettra de
donner des résultats plus généraux. En particulier on n’a plus besoin de supposer
un mélange topologique aussi fort que dans ce cas la. La méthode des cones nous
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permettra alors de montrer comment le taux de décroissance est intimement relié
a la vitesse de mélange de certains ensembles et a la régularité de la partition
dynamique.

6.3 Décroissance des corrélations

Les résultats généraux établis a propos du spectre de 'opérateur de Perron-
Frobenius assurent immédiatement un taux de décroissance exponentiel. Toute-
fois, le trou spectral étant établi, encore faut-il étre capable d’estimer la valeur
absolue de la premiere valeur propre hors du cercle unité. En effet, c’est elle qui
gouverne le taux de décroissance. Le rayon du spectre essentiel de I'opérateur est
aussi un parametre important, voire méme plus pertinent, car il donne le taux
exponentiel de décroissance, en dehors des sous-espaces de dimension finie?. La
méthode que I'on présente maintenant donne une borne constructive sur le taux
de décroissance global sur tout l'espace V.

Théoreme 6.9. Soit T une application vérifiant (DS1)-(DS5) (ou bien o-dilatante
par morceauz) et u = h,m une mesure absolument continue mélangeante3. Le
taur de décroissance est exponentiel pour toute fonction h € V,, et l'on a la
borne constructive

/Q f OT"hdu‘ < Ol hllod™,  ¥f € L' u(f) =0,

Avec A < 1 donné par le Lemme 6.15.
En fait, on va montrer un peu plus que cela, non seulement les densités
convergent au sens faible, mais aussi au sens fort (en norme || - ||»).
Introduisons tout d’abord I'opérateur normalisé ﬁ, défini sur Li par

P(fh.)

Pf=
f h/*

Rappelons que P= 1), et donc que PI=T1.

Théoreme 6.10. La convergence de P"h vers 1 pour h € V, est exponentielle.
La vitesse est supérieure a cA™, ou c et A < 1 sont donnés par le Lemme 6.15:

I[P (B) = ()]l < cllBllaA™,

2. Pour étre plus précis, si ’on note p, le rayon du spectre essentiel, alors pour tout p > p. la
décroissance des corrélations est exponentielle & vitesse au moins p™ en dehors d’un sous-espace
de dimension finie F'(p).

3. On fait cette hypothese pour simplifier I’énoncé, mais en fait le résultat est valable pour
chacun des sous-ensembles mélangeants pour un itéré de 'application, donnés par la Proposition
2.7.
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Remarquons que le Théoreme 6.9 est un corollaire immédiat du Théoreme
6.10. La philosophie de la preuve est de relier la vitesse de mélange d’observables
régulieres a celle d’une partition finie. Finalement, le principe est tres proche du
cas des matrices positives. En effet, on choisit une partition assez fine, de telle
sorte que chaque observable differe peu de sa moyenne conditionnelle sur la par-
tition, et ensuite le taux de décroissance est pratiquement donné par la puissance
de I'application pour laquelle la partition finie est uniformément mélangée. La
différence essentielle entre cette approche et celle du type partition de Markov
est que 'on n’a pas besoin de considérer une partition dynamique.

Nous allons utiliser un cone de fonctions similaire a celui du chapitre 4. La
différence majeure est que ’on suppose une “positivité” plus faible. Ceci nous per-
met de nous affranchir de I’hypothese de Covering utilisée pour I'autre probleme.

Etant donné une partition finie A du support de h, et un nombre positif a,
on définit le cone de fonctions suivantes

Ca(A) = {04 f € L,(QAR)|[fhi|o < aE,(f]A)}.

On va alors montrer que C,(A) est laissé invariant par Uopérateur normalisé P.
C’est principalement ce premier lemme qui donne le taux de décroissance. Il

assure que la moyenne conditionnelle est presque égale a la densité invariante

(qui est constante) lorsque la partition est mélangée, pourvu que 1'on considere

des densités régulieres.

Lemme 6.11. Pour toute partition finie A telle que ¢ = diam(.A) < &y, il existe

Ky tel que pour tout a < s et K > Ky on ait Vf € C,(A),

1) < EUPEAIA) < Tu(f).

W

Preuve. Pour tout x € Q, notons A = A(z) I'élément de A qui contient x. Pour

tout f € C,(A),

E(PEIA) = s / Rl

1
= (A@) /T-KA@) Jap

1
B Z n(A(z)) /A’OT—KA(:c) fp.

AleA

Or m-presque partout sur A’NT~5A on a
1
* > — - * A/
fhye > (A /A/fdu osc(fh , )

m(lA,) ( . fd,u—/losc(fh*,Be(?J))dm(y))-

\Y
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Et une intégration sur A’ N\ T~X A par rapport a m nous améne a
m(A' NTKA) (/
fdu —/ osc( fhy,B:-(y))dm(y
2 @A) \J, S f, ol ) dm()
> CH(KA)u(f) = C(KA)|fh|ae®.
avec les constantes C*(K,A) et C~(K,A) définies par

spM(A' NTKA)
" (A p(A(z)

E.(PX flA)(x) >

CH(K,A) =

D’aprés la section précédente, le rapport a une limite égale a 1 lorsque K tend
vers I'infini. Il existe donc un Ky tel que C* < 2 et C~ > 1/2 pour K > Kjy. On
a alors

EJPESIA) 2 all) — 2 hae?

1

> (5 — 2ag®)pu(f).

Ce qui montre la premiére inégalité. La deuxiéme est obtenue de facon similaire,
car,

E,(PX flA)(z) < CF(ICA) (p(f) + | fhulas®) < Sp(f).

Ce qui conlut le lemme. O

>~ ©

Grace au Lemme 6.1, la conservation d’une bonne approximation est garantie
) )
ce qu1 est exprimé dans le lemme suivant.

Lemme 6.12. Pour toute partition finie A telle que ¢ = diam(A) < gy soit

assez petit, et pour tout o < 1 il existe un a > 0 et K1 > K tels que ﬁKCa(A) -
Coa(A).

Preuve. Posons B = D/(1—n) oun <1 et D sont les constantes du Lemme 6.1.
Pour f € C,(A), montrons que PX f € C,(A), i.e.

[PX(fh)la < aB,(PX fLA).
La positivité de E,(f|A) entraine que
wlf1) < () + [fhalac®.
D’apres le Lemme 6.1 (appliqué K fois), on a

PR (fhla < 0™ |fhela + Bu(lf])
< 0| fhala + Bl fhalag® + u(f)]
< [a(n® + Be®) + 1] pu(f).
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—Q

Par ailleurs, le Lemme 6.11 donne la minoration pour a < %5 ,

E.(P¥flA) > ~u(f).

=

En combinant les deux estimations, PK f appartiendra au cone C,q(.A) si

SN

n* 4 Be* 4+ = <

o
1

Cette derniere inéquation a bien siir des solutions 0 < a < %E*Q des que K est
assez grand et € assez petit. L]

On a prouvé que le cone était contracté par 'opérateur P. On fixe alors une
partition A de diametre suffisamment petit, ainsi que le parametre a > D/(1—n)
(de telle sorte que h, € C,(A)) tel que le lemme soit vérifié.

Il reste alors a montrer que le diametre hyperbolique de I'image est fini, ce
qui donnera un taux de contraction exponentiel pour la métrique de Hilbert.

Lemme 6.13. La distance de deux éléments de f,g € Cyo(A) dans C,(A) est
bornée par

1
Oulf.9) < 2log 2

+ log
-0

Eu(g\fl)H HEu(f!A)
E(flA) oo 1 EplglA)

HOO

Preuve. La distance entre f et g est donnée par le supremum des r et I'infimum
des s tels que rf < g < sf. Or,

(g = r))hela < [ghila + 7| fhila < 0aR,(g|lA) + roak,(f|A).
Par conséquent g — r f sera dans le cone si
oal,(g|A) + roak,(f|A) < aE,(g — rf|A),
c’est-a-dire
r(L+0)Eu(f|A) < (1 = 0)E,(g]A).
Donc le plus grand des r sera

l1-—0o_. .E,(glA)
1+0EmeM(f|A)‘

Pour trouver s, le calcul est le méme, il suffit d’échanger f et g et de remplacer
r par s L. O
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La distance entre deux éléments est donc bornée par le rapport des deux
espérances conditionnelles.

Lemme 6.14. Le diamétre hyperbolique de PXC,(A) dans Co(A) est fini pour
tout K > Ky, borné par

+o0o

1
A:210g1 + 8log 3 < o0.

— 0

Preuve. Soient f,g € C,(A). Le Lemme 6.11 appliqué a f et g donne

in(f) _ EJ(PEFIA) _ )
11(9) ~ E.(PKglA) ~ in(9)
Ce qui termine la démonstration. O

Lemme 6.15. La convergence de ﬁ”f pour [ € Cy(A) a la densité T est expo-
nentielle dans la métrique de Hilbert du cone C,(A), la vitesse étant au moins de
A", ot A = tanh()VK < 1.

NTL A n
Ou(P"f,1) < 5 A"

Preuve. Rappelons que PI = 1 et 1 € C.(A). On sait que le diamétre de
I'image du cone est fini, donc PK est une contraction stricte d’apres le Théoreme
de Birkhoff A.7. Le taux de contraction est donné par A¥ = tanh(%) < 1. En
écrivant n = m(K + 1) + p avec 0 < p < K, il vient

Ou(P"f,1) Ou(P"f,P"1)
O, (P PK+r f (PK)m P+ )

<
< O MmO, (PRFPf PR,

Et la conclusion vient en remarquant que PE+p f et PE+P T sont a une distance
inférieure a A par le lemme 6.14 n

Preuve. [Théoréme 6.10] Soit f € C4(A). Supposons pour simplifier que pu(f) = 1.
On sait déja que pour n > K, ©,(P"f, 1) < oc.
Pour tout r,s tels que r1 < f < s1 on a

|§nfh*_h*‘a ’ﬁnfh*_rh*‘a"i‘(l_r)’h*‘a
aE,(P"f —r|A) + (1 —r)a
2a(1 — r) < 2aO,(P" f,1)
2Aa , ,

AzKA .

IAIA A

IA
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Pour obtenir la convergence de toute densité initiale h € V,, il suffit de se rendre
compte que ¢+ h appartient au cone pour une constante ¢, suffisamment grande.
La condition d’appartenance

|(h + cn)hafa < aBy(h + cnl A)

est impliquée par 'inégalité suivante :
|hho + cnlhela < a (ch + ||h||L;/fi‘I€1£‘M(A)> :

Or |hhi|o < |Blallhcllo + [PalallPlly, et en se rappelant que |h.]o < oa, on voit
que ¢, = C||h||o convient, avec

a‘l + 1/ian€A [L(A)

C= T

(Ihlloc + [Fs]a)-
Finalement, on obtient

|(P"(h) = p(h))hla (P (B + c) = (cn + p(h)))hula
2aA
wu(h + Ch)ﬁ

cllh||oA".

IA

IN

Avec la constante ¢ définie par

2aA(1+C)
C = AT

6.4 Etude des temps de retour

Nous allons maintenant essayer de prouver la convergence vers la loi expo-
nentielle des temps de retour normalisés, et vers la loi de Poisson du nombre
de visites. Par rapport au modele intermittent étudié au chapitre 5, la difficulté
provient du fait que cette application n’est pas Markovienne; il est donc tres peu
probable d’obtenir une sorte d’a-mélange. Par contre, le caractere uniformément
dilatant des applications que 1’on considere permet d’obtenir des estimations ez-
ponentielles pour toutes les quantités mises en jeu.

On supposera pour simplifier la preuve que 1 est un valeur propre simple
de I'opérateur de Perron-Frobenius, et que c¢’est I'unique valeur propre du cercle
unité. Ou de maniere équivalente, 7" a une unique mesure invariante absolument
continue g, qui est mélangeante. On fera de plus I'hypothese que n(gy) < 1/2
dans la propriété (DS5).
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On considere le cas de voisinages cylindriques de la partition Z de régularité
de T, Z2 = U{U;}.
Théoreme 6.16. Pour presque tout z € €0, la distribution limite des temps de
retour est la loi exponentielle, et plus précisément pour tout § < 1,

supt > 0

e (700 > gt ) = ol = Ou(Zu(2)))
” ( 7 n(Z.(2))
Pour presque tout z € X, la distribution limite du nombre de visites dans Z,(z)

suit une lot de Poisson, et plus précisément pour tout t, K,

tK
112,() (Nz, () (t) = K) — 7 exp(—t)' = O(u(Z,)P/E+D),

Remarque 6.4.1. A priori la densité n’est pas minorée. Toutefois, comme ’ap-
plication est dilatante sur chaque élément de la partition Z, on a diam(Z,) — 0
quand n — oco. Alors une preuve similaire a celle de la Proposition 6.7 nous as-
sure ['ezistence d’une fonction C, telle que p-presque partout 0 < C' < oo, et quel
que soit n € N,

L uZa()
o) < mzn(z)) = ¢

On peut donc considérer les quantités p(Z,(z)) et m(Z,(z)) équivalentes dés que
l’on se place autour d’un point générique z € 2.

La stratégie générale de la preuve est essentiellement la méme qu’au chapitre 5;
La proposition 5.5 est valable pour ce type d’applications. La proprié¢té de Markov
n’est en général pas vérifiée dans ce cas, On ne donnera pas la démonstration qui
est dans ce cas beaucoup plus simple, car I’hyperbolicité uniforme donne des
estimations exponentielles.

Lemme 6.17. Pour p-presque tout z € Q, la quantité an(Z,(z)) est bornée par
an(Z,(2)) = NO(exp(—nk)).

pour tout k < N\, (T'). N\(T') est le tauz de dilatation moyen (voir le Théoréme

6.8)

Preuve. Soit z un point typique pour les trois propriétés suivantes :

(a) La pp—mesure d’un cylindre soit équivalente a sa mesure de Lebesgue (voir
remarque 6.4.1).

(b) Le taux de dilatation local A(z) := lim, log | det D,T™| est égal a la valeur
moyenne )\, (le théoreme de Birkhoff assure que c’est le cas pour presque tout
point)

(c) Pour tout 6 < 1, 7,, > dn pour n assez grand (n > n(J)).
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Le méme calcul qu’au chapitre 5 nous donne, en posant 7, = 7(Z,(z)) le temps de
premier retour de Z,(z), (on écrira c(z) pour représenter une constante générique)

an(Zn(2)) < c(z) sup |det DT™| ™! < ¢(2)|det D, T™ |,
Zn(z)

par un argument de distorsion classique. Il vient que pour tout € > 0 et presque
tout z € ),

an(Zn(2)) < c(2)N exp(=7n(Ay —€)) < c(2)N exp(—n(A, — 2¢)),
pourvu que n soit assez grand. Ceci termine la preuve car € était arbitraire. [

Le point délicat est ici le Lemme 5.6 qui n’est vraisemblablement plus vérifié.
Toutefois, il est possible de montrer le résultat suivant (on reporte au chapitre 1
pour la définition du mélange uniforme).

Lemme 6.18. Les partitions U™ = {Z,,Z¢} pour Z, € Z, sont uniformément
mélangeantes, la vitesse de mélange étant majorée par

e (N) = O(AN™).

Preuwve. On va montrer que la partitionUd = {Z,Z°} est uniformément mélangeante,
avec une vitesse Y (N) = AN. Ce mélange entrainera immédiatement que les
partitions U™ = {Z,,7¢} pour Z, € Z, le sont également, avec Yy m)(N) =
Y (N = n).

Posons 1y, = SUPge,(z,,) [P™ (Lrh)|. Alors Ie Théoreme 6.9 assure que vy (N) <
C(1 + sup,, 7»)AYN. Donc si I'on arrive & montrer que la suite r,, est bornée, on
aura un mélange exponentiel de la partition U. Soit R € o(Z,,+1). Soit alors R
(resp. R_) le plus petit ensemble mesurable pour o(Z2,,) qui contient RNT~"Z
(resp. RNT~™Z¢). Alors R est I'union disjointe de Ry NT~™Z et R_NT~™Z°,
donc

P o ph = P™NTz0T"Ig h)+ P (1zc0T™1x h)
P(IzP™(Ig, h))+ P(Iz.P™(15 h)).

En regardant la preuve du Lemme 6.1, on peut se convaincre aisément que les
discontinuités engendrées par les fonctions caractéristiques 1, et 19 sont déja
prises en compte, ainsi on obtient

[P I ghlo < [P(X2P" (X, h))la + [P(L 2 P" (X5 1))l
NP (1 g, h)|a + Dp(Ry) + 0| P™ (L r_h)|o + Dp(R-)

<
< 2nr, +2D.

Donc r 11 < 2nr,, + 2D, et comme 2n < 1, r,, est bornée.
On a donc montré que la vitesse de mélange de la partition U™ est exponen-
tielle, avec Yym (N) = O(AN™™). O
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Voyons maintenant la démonstration du Théoreme 6.16:

Preuve. Soit € > 0. Pour la statistique du premier temps de retour, on utilisera le
Lemme 3.4. En prenant N = u(Z,)~¢, on a par le Lemme 5.4 pour k < A\, = h,
suffisamment grand

ax(Z,) = NO(exp(—nk)) = O(u(Z,)' ).

Ou l'on a utilisé le théoreme de Shannon-McMillan-Breiman pour la derniére
estimation. Remarquons qu’ici by(Z,(z)) est majoré par A¥%) "= /1(Z,). Ce
dernier terme est largement négligeable devant p(Z,), I'erreur pour le premier
temps de retour est d’ordre O(u(Z,)?) pour tout 3 < 1, ce qui conclut la premiére
partie du théoréme.

Pour le nombre de visites dans le cylindre Z,(z), On prendra aussi M =
w(Z,)~¢. Pour la partition U = {Z,,,Z¢}, on a encore

W(M)/(Z,)? = ONE 7" [ u(Z,)?)

qui est négligeable devant M u(Z,). Donc d’apres le Théoréme 3.5 les différences
des temps de retour successifs sont indépendants a O(u(Z,)?) prés, pour tout
[ < 1. La conclusion vient alors en appliquant le Théoréme 3.6. O

6.5 Reéseaux d’applications couplées?

On définit un réseau d’applications couplées de la facon suivante : étant donné
un ensemble R et un endomorphisme f de X, on considere sur I'espace produit
M = X le réseau d’applications découplées Ty = f&F

Ty - M — M

(l‘r)reR - (f(xr))reR-

Ensuite on introduit un couplage ® : M — M par T' = ® o Tj. Généralement, on
prend & comme une perturbation de I'identité; par perturbation de l'identité, on
entend que certaines propriétés du systeme découplé sont préservées. Ce peut étre
une conjugaison réguliere avec Ty, la conservation d’une structure hyperbolique,
etc..

Lorsque le couplage est de type diffusif (par exemple sur les plus proches
voisins) on parle alors de systeme de type réaction-diffusion.

Si T est une application dilatante par morceaux d’une partie compacte X
de RV, et R un ensemble fini, alors T} est aussi une application dilatante par
morceaux. A faible couplage, on peut donc espérer obtenir les mémes propriétés
pour le réseau couplé que pour I'application initiale.

Voyons un peu plus en détail comment traiter ce type de systemes:
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Tout d’abord, si ’on veut des hypotheses raisonnables sur 'application, il est
nécessaire d’adapter la métrique a notre probleme. En effet, la structure pro-
duit du systeme fait qu’il est plus judicieux de choisir une distance légerement
différente de la distance originale: On prendra, si |- | désigne la norme euclidienne
sur X,

d(x,y) = max { |z, — y.||r € R}.

La moindre des choses serait que I'application découplée vérifie les hypotheses
des que 'application locale les vérifie. Ce n’est malheureusement pas le cas, car
méme avec cette nouvelle métrique, les hypotheses sont tres contraignantes par
rapport a la dimension. En effet, la multiplicité de la partition dynamique aug-
mente inévitablement de maniere exponentielle avec le nombre de sites, méme s’il
sont découplés. C’est principalement di au fait que ’on n’a pas utilisé la struc-
ture particuliere des singularités dans la preuve du lemme 6.1. Pour tenir compte
de ceci, il faudrait établir un théoreme d’extension au domaine de la trace d’une
fonction sur le bord du dit domaine qui ne dépende pas de la dimension. Ainsi,
la contraction ( < 1) ne dépendrait plus de la dimension, seule la constante D
pourrait augmenter (vraisemblablement exponentiellement) avec la dimension.
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Conclusion

Dans ce travail on a établi I'existence de plusieurs types de comportements
limite pour certains systemes dynamiques. Dans un premier temps on a développé
une méthode alternative pour construire des états d’équilibre dans des systemes
présentant une quantité dénombrable de singularités. Pour les autres applications
considérées, on a construit des mesures invariantes (SRB) décrivant les orbites
“naturelles” de ces systemes. Au dela de I'existence de ces mesures, les méthodes
employées nous ont aussi donné des estimations constructives sur la vitesse de
décroissance des corrélations. Cette connaissance nous a aussi permis de conduire
I’étude des temps de retour plus précisément, en particulier on a obtenu une ma-
joration fine de la vitesse de convergence des distributions des temps de retour
vers leur loi limite.

On voudrait maintenant revoir d’un oeil plus critique les méthodes mises en
oeuvre et les résultats présentés dans ce travail. Bien que certains problemes
semblent relativement accessibles, d’autres sont fondamentalement plus persis-
tants.

La méthode perturbative du chapitre 5 présente un inconvénient majeur; Il
s’agit de la nécessité d’avoir un mélange topologique tres fort (recouvrement) et
cette hypotheése n’est pas raisonnable pour des systémes plus compliqués (par
exemple en dimension supérieure).

Tout en étant générales et conceptuellement satisfaisantes, les hypotheses
données sur les applications multidimensionnelles avec singularités semblent délicates
a vérifier lorsque la partition est dénombrable (il n’y a pas d’analogue intéressant
au Corollaire 6.4).

L’étude de la récurrence du chapitre 3 était assez générale pour s’appliquer
a nos systemes, toutefois celle-ci présuppose une connaissance assez fine du taux
de décroissance des corrélations. On aimerait envisager le méme probleme pour
les systemes (non-uniformément) hyperboliques quelconques.

Pour conclure, voyons quelles ouvertures sont possibles dans la continuité de
cette these. Le caractere hyperbolique des applications ne semble pas influencer
le comportement asymptotique des temps de retour. Par contre, les vitesses de



114 CONCLUSION

convergence calculées au chapitre 5 en dépendent de fagon tres nette. Il s’agirait
maintenant de comprendre si une telle dépendance est purement technique, ou
bien cache une raison plus profonde. Le formalisme thermodynamique (pression,
états d’équilibre) est bien compris pour les systémes axiome A ou les applications
de l'intervalle, mais pour les applications multidimensionnelles avec singularités
bien des questions restent en suspens. La suite logique serait aussi de comprendre
le passage a la dimension infinie, afin de traiter les systémes spatialement étendus.
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Annexe A

Espaces ordonnés et métrique de
Hilbert

Dans ce chapitre on rappelle dans un premier temps quelques définitions
élémentaires bien connues. On présente ensuite I'essentiel des propriétés des es-
paces ordonnés utilisées tout au long de ce travail. Pour une vision plus complete
de cette théorie, on renvoie a 'excellent ouvrage de G.D. Birkhoff [Bir79].

A.1 Définitions préliminaires

Pour éviter toute ambiguité, on rappelle dans cette section quelques définitions
fondamentales.

Définition A.1 (ordre partiel). Une relation d’ordre partiel sur E est une re-
lation binaire x <y réflevive, antisymétrique et transitive.

Six <yetx#y, on écrira x < y.
Définition A.2 (ordre total). Un ensemble totalement ordonné, ou chaine,
est un ensemble muni d’une relation d’ordre partiel telle que pour tout x,y, v <y
ouy < .
Exemple A.1.1. L’ensemble des nombres réels muni de la relation d’ordre usuelle
est un ensemble totalement ordonné.

Un autre exzemple est l'ordre lexicographique sur le produit XY, ot X est un
espace totalement ordonné par <. Il est défini, pour u # v € XN par

u<v<<u, < v, oun est le plus petit entier tel que w,, # v,.

Définition A.3. Soit X un ensemble totalement ordonné. On appellera inter-
valle ouvert les sous-ensembles de X de la forme

(a,b) ={zr € X|a <z etx<b}.
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Les intervalles semi-ouverts [a,b) ou (a,b] et fermés [a,b] sont définis par ajout a
Uintervalle ouvert (a,b) des points extrémaux correspondants. On notera

(a,00) = | J(a.b) et (—00,b) = | J(a,b).

a<b a<b

Définition A.4. Un endomorphisme T de [’espace totalement ordonné X vérifie
la propriété de Darboux si l'image d’un intervalle est un intervalle.
Définition A.5. Un endomorphismeT" d’un espace ordonné X est dit croissant
si il préserve 'ordre, décroissant si il l'inverse. Un endomorphisme croissant ou
décroissant est dit monotone.

Lorsque P est un opérateur linéaire croissant sur un espace vectoriel partiel-
lement ordonné, on dira que P est un opérateur positif.

A.2 Topologie de 'ordre

On supposera dans cette section que X est un espace totalement ordonné. On
va ensuite donner quelques définitions moins classiques, ainsi que certains criteres
permettant de travailler avec des espaces topologiques ordonnés.

Définition A.6. On définit sur X la topologie de l’ordre comme étant la topo-
logie la moins fine contenant les intervalles ouverts.

Il est immédiat de voir que les ouverts sont exactement les unions quelconques
d’intervalles ouverts. De meéme, les fermés sont des intersections quelconques
d’unions finies d’intervalles fermés.

En prenant les intervalles ouverts comme base de voisinage, on montre facile-
ment le théoreme suivant :
Théoreme A.1. Tout espace totalement ordonné muni de sa topologie de ’ordre
est un espace de Hausdorff normal.
Définition A.7. Pour tout ensemble A C X on dira que x est un minorant
(resp. magjorant) ssi tout élément de A est supérieur (resp. inférieur) a x.
Définition A.8. Pour tout ensemble A C X on dira que x est une borne inférieure,
(resp. supérieure) et l'on notera x = inf A (resp. x = sup A) de A ssi a est le
plus petit des majorants (resp. le plus grand des minorants).
Proposition A.2. Un ensemble K C X est compact pour la topologie de [’ordre
sst tout sous-ensemble non vide de K posséde une borne inférieure et une borne
supérieure dans K.

Montrons tout d’abord le lemme suivant

Lemme A.3. Tout compact K posséde une borne inférieure et une borne supérieure
dans K.

Preuve. Soient K un compact non vide de X et k € K. Si le compact () =
K N{z < k} est recouvert par I'ensemble P = |J,o(2,00), alors il existe un
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nombre fini d’intervalles (x;,00) avec z; € K et x; < k qui recouvrent K, ce
qui est impossible. Donc il existe un point de K qui n’est pas recouvert, et c¢’est
forcément inf K. On procéde de la méme fagon pour le sup K. n

Preuve. [proposition] Soient K un compact et A C K. Si A n’est pas vide, alors
B = KN(,calinf K,a] est un fermé non vide inclus dans K, donc il est compact.
Ceci implique que sup B existe et appartient a B. On voit alors que inf A =
sup B € K. On procede de la méme facon pour le sup A.

Voyons maintenant la réciproque. X étant un espace T, le théoréme d’Alexan-
der nous dit qu’il suffit de vérifier que la sous-base des fermés composée des in-
tervalles fermés vérifie la propriété de compacité. Soit F; = [a;,b;] une famille
d’intervalles fermés avec a;,b; € K. Si pour tout 1,7,

K N ai,bi] N aj,b;] = K N [sup(a;,a;), inf(b;,b;)] # 0,

alors a; < bj. Donc ¢ = sup, a, existe, et appartient a I'intersection des F;, qui est
non vide. 0

Définition A.9. Soit f une application de X dans R. On dira que f est a va-
riation bornée sur X si sa variation \/ f est finie.

\/f = SUP{Z |f(@ita) — f(2s)]

On notera BV(X) ={f: X - R|V f < o0}.

Montrons un analogue du lemme d’Urysohn pour les fonctions a variation
bornée

$0<l‘1<"'<$k}.

Lemme A.4. Soient [b,c] C (a,d) C X. Il existe une fonction continue ¢ : X —
R, positive, a variation bornée, 0 < ¢ < 1, nulle en dehors de (a,d) et égale a 1
sur [byc].

Preuve. On va construire une fonction ¢ nulle en a et croissante jusqu’en b. Soit
¢n € (0,1) une suite dense dans [0,1], avec ¢y = 0 et ¢ = 1. On construit une
suite x, ordonnée comme ¢, par le procédé suivant :

on pose tout d’abord xqg = a et xr1 = b. A I'étape n > 2, on prend i =
sup{qr < qu| k < n} et j =inf{qx < gu| k < n}, et on considére 'intervalle I,, =
(wi,25). Si I, est vide, alors ¢ = 1.,y convient, sinon on prend w,, € I,,, et ainsi
de suite...

Si aucun des I,, n’est vide, alors p(z) = sup{q,|z, < x} convient. O

On a aussi un analogue du théoreme de représentation de Riesz pour les
fonctionnelles sur BV. Notons que I'on ne suppose pas la compacité de ’espace,
mais seulement une version plus souple.
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Définition A.10 (famille compacte). Une famille (Z,), tel Z € Z, soit une
partition de X en intervalles est une famille compacte ssi pour toute suite x; € X,

Vn Card{ Z,(x;)|j > 0} < 00, = ﬂ U Zpy(x;) est compact.

n>05>0

Théoréme A.5. Si (Z,), est une famille compacte de X et p est une fonction-
nelle linéaire positive sur BV, o-additive sur Z,, telle que e, = sup{p(Z)| Z € Z,} —
0 quand n — oo, alors il existe une unique mesure borélienne m qui représente p
dans le sens suivant :

v € BV(X), /X £ dm = p(f)

Preuve. On utilise une construction de Carathéodory pour obtenir une mesure
borélienne qui minore p. Pour simplifier, on notera p(J) = p(1 ;) quand J est une
union finie d’intervalles, et I’on supposera que p(X) = 1.

Pour tout A C X on définit

1ﬁ{zp

Par construction, m est une mesure extérieure. Les ensembles mesurables formant
une o-algebre, il suffit de vérifier que les intervalles fermés sont mesurables pour
montrer que les boréliens le sont.

Soit I = [a,b] un intervalle fermé. On veut montrer

)| A C U Ji, J; intervalle ouvert}

=1

VAC X, m(A)=m(ANI)+m(A\D).

Soient (JI"™) et (J¢*') des recouvrements par des intervalles ouverts de AN et
A\I.

Comme (J{™ J¢*); recouvre A,

A) <M+ eI,
=1 i=1

donc m(A) <m(ANI)+m(A\I).

Soit (J;) un recouvrement de A par des intervalles ouverts.

Pour € > 0, a chaque J; on peut associer trois intervalles ouverts J; ,J?,J;"
tels que respectivement (J?);, (J;,J;"); recouvrent ANI, A\I et p(J;") —l—p(JO)
p(JH) < p(J;) +¢/2% 1l suffit de prendre, par exemple, I? = Uyean; Zn(1) avec n
tel que 3e, < &/2°.

On obtient

[e.e]

m(ANT)+m(A\I) < Z Z (J7) + () si



A.3. METRIQUE DE HILBERT ET ESPACES PROJECTIFS 119

Donc m(A) > m(ANIT)+ m(A\I).

Par conséquent m est une mesure borélienne. Il reste maintenant a voir le lien
entre m et p.

Soit I un intervalle de X. Par définition, m(I) < p(I).

Donec il suffit de montrer que m(X) = 1 pour conclure que m et p coincident
sur les intervalles.

Soit € > 0 et x; une suite de X telle que p(Qn) > 1—¢, ott @y = ;50 Zn(7;)
(existence d’une telle suite est la conséquence de la o-additivité sur Z, et de
en — 0.

Soit alors K = ﬂnzo Q.. K étant compact, par définition de m il existe un
recouvrement par des intervalles ouverts (Ji)i]il tel que

m(X) > m(K) > Zp(J,-) —e.

Pour n tel que Ne, < €, on a Ji(n) = Upes, Zn(x) Tecouvre Q,, et p(Ji(")) <
p(Ji) + 2e,. On en déduit

m(X) > (") —en) —e > 1 - 3e.

e étant arbitraire, on obtient m(X) = 1.

m est donc une mesure de probabilité borélienne qui est égale a p sur les inter-
valles. Toute fonction a variation bornée étant une limite uniforme de fonctions
constantes par morceaux (avec un nombre fini de sauts), on conclut que m et p
sont égales sur BV (X).

En remarquant que la construction de Carathéodory est une involution, I'uni-
cité du représentant est immédiate. En effet, supposons qu’il existe une autre
mesure borelienne m’ qui représente p. Alors la construction va redonner m’
puisqu’elle est o-additive. Par conséquent, m = m/. O

A.3 Meétrique de Hilbert et espaces projectifs

Dans cette section nous introduirons une méthode développée par Garret Bir-
khoff [Bir79], qui est tres performante dans 'analyse de certains opérateurs posi-
tifs.

Définition A.11 (cO6ne convexe). SoitV un espace vectoriel. On appellera cone
un sous ensemble C C V vérifiant les quatre propriétés suivantes :

(i) CN—C =1,

(i) VA >0 MC =C,

(iii) C est conveze,

(w)VfgeCVa, eR a,—a, g—a,feC=g—af €CU{0}.
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Un ensemble qui vérifie (iv) est appelé “Intégralement clos”, soulignons que
YV n’a pas besoin de topologie.

Lemme A.6. la relation définie surV par

fRgeg—feCu{o}

est une relation d’ordre partiel sur )V compatible avec la structure algébrique de
V; elle vérifie Vf,g € V

(i) f20et0=f=f=0,

(1)) VA>0 0= f<0=\f,

(i) f 2g& 0=g—f,

(iv) Va,, € R a, = v, anf 2 g=af 2g,

WO=fet0=<g=0=<f+g.

Preuve. (i), (ii) et (iv) sont exactement les propriétés correspondantes du cone.
(iii) est une conséquence directe de la définition de <
(v) provient des propriétés (ii) et (iii) du cone, car

f+g:2(%f+%g).
[]

Remarque A.3.1. Il est ausst possible, étant donné une relation d’ordre partiel
sur YV vérifiant les propriétés citées précédemment (cf [Bir79]) de lui associer le
cone C des éléments strictement positifs, i.e.

C={feVIOf.f+0}

Définition A.12 (Métrique de Hilbert). On peut maintenant définir une pseudo-
métrique © sur C par la construction suivante :

a(f,g) = sup{A>0/\f =g},
B(f.g) = inf{p>0[g=puf},

o = bt

On prendra o = 0 ou 3 = oo lorsque les ensembles correspondants sont vides.

Remarque A.3.2 (Pseudo-métrique). C’est en fait une métrique projective,
car deux éléments proportionnels sont a une distance nulle. De plus, on peut avoir
O(f,9) = oo lorsque f et g ne sont pas comparables ou bien que l'un des deux
éléments se trouve sur le bord du cone.
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Fic. A.1 — Métrique de Hilbert-Birkhoff.

Pour mieux comprendre a quoi correspond cette métrique, rien ne vaut un
petit dessin: Si 'on prolonge le segment de droite [xy] (contenu dans le cone), et
que 'on note u et v les deux points d’intersection de la droite (x,y) avec le bord
du cone, alors la distance est donnée par

O(z,y) = log W
|z —vlly —ul

Le théoreme suivant, du a Birkhoff [Bir79], montre que tout opérateur linéaire
positif (i.e. laissant le cone invariant) dont le diametre de I'image du cone est fini
est une contraction pour la métrique de Hilbert associée.

Théoréeme A.7 (Birkhoff). Soit L : Vi — Vs, un opérateur linéaire tel que
L(Cy) C Cy, ©; la métrique de Hilbert associée au cone C;. Si l’on note

A = sup Oy(Lf,Lg),
fagecl

alors :

O(Lf,Lg) < tanh (%) O1(f,9) Vf,gel

(tanh(oo) = 1).

Preuve. Soient f,g € C;. Si a = 0 ou 8 = 00, alors I'inégalité est triviale. Sinon,
on a d’apres (iv) du lemme A.6G

©1(f.9) = logg
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avec af =X g =< Af.
Si A = oo, le résultat est une conséquence directe de la positivité de L , car
alf = Lg=pLf.
Si A < oo, alors par hypothése,
O(L(g — af),L(Bf — g)) < A,

il existe donc A\, > 0 tels que log & < A. et
AL(g — af) 2 L(Bf — g) 2 ul(g — af).
L’inégalité précédente entraine

uoz—l—ﬂijng)\oz—i—ﬂ
14+ p I+ A

Lf,

et par définition de la métrique

(Ao + 08)(1 + p)
(na+ B)(1+A)
exp(©1(f.9)) + A o 1+p
exp(©(f.9)) + 1+ A
/@W (1t = A) exp(€)

0 (exp(§) + A)(exp(§) + p)

(1 — M)t
e )
A

@2<Lf7Lg> < lOg

IN

log

IN

dg

IN

tanh (%) 0.(f.9).

IN

©1(f,9)

IA

]

Cette contraction n’est toutefois pas forcément exploitable directement. En
particulier, il faudrait savoir si la métrique est complete pour appliquer un théoreme
de point fixe.

L’objet du prochain lemme est de relier cette distance a certaines normes
définies sur V.

Lemme A.8. Soit || - || une norme surV telle que

VigeV —f=2g=f=llgll <l

et p: C — R* homogéne et croissante, i.e.

YA>0 p(Af) = Ap(f)
VigeC f=g = p(f)<pg).
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alors

VigeC p(f)=plg) >0=|f—gll < (exp(O(f,g)) — 1) min(||f.llgl])-

Preuve. Soient f,q € C.
Si o =0 ou = o0, alors I'inégalité est triviale. Sinon, on a

O(f.9) = 10g§,

avec af =g X Bf.
ce qui donne, d’aprés les propriétés de p :

ap(f) < plg) < Bp(f),

et donc a <1 < 3. On obtient alors

(=B f 2la-1f2g—-f2B-1)f=2(B-a)f,

ce qui entraine

lg=fII < (B=a)lf]
< 2%
< (Explo(f.g)] =D/
On conclut alors en échangeant f et g. O]

Remarque A.3.3 (choix de p). On peut prendre dans le lemme précédent p(-) =
| - || qui vérifie bien la propriété requise. Un cas intéressant est aussi lorsque p
est une application linéaire telle que p(C) > 0 (comme par exemple l'intégrale sur
un cone de fonctions réelles positives).
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Annexe B

L’espace quasi-Holder

Nous allons dans cet appendice définir et donner certaines propriétés d’un
espace de fonctions “Holder en moyenne” (issues de Keller [Kel85]). Ces fonctions
sont régulieres, mais autorisent toutefois des discontinuités.

B.1 Définition

Dans ce qui suit, (M,d) sera un espace métrique et m une mesure borélienne,
finie sur les bornés.

Définition B.1. Soit f € L>°(M,m). Pour tout sous-ensemble mesurable B C
M, on définit l’oscillation de f sur B par

osc(f,B) = Es;pf — E]ignff.

Proposition B.1. Pour f € L*(M,m), la fonction z — osc(f,Ba(x)) est inférieurement
semi-continue, donc mesurable.

Preuve. Soit f € Ll et x, — 2. Posons ¢ = liminf, .., Esupp_ (., [ et E,(d) =
{y € B.(x,,)| f(y) > d}. Pour tout d > c il existe une sous-suite ny telle que
m(En,(d)) = 0. Or Ex(d) C UpE,, (d) donc m(E«(d)) = 0. En remplagant f
par —f on montre que

osc(f,B:(z)) < liminf osc(f,B:(z,)),

n—oo

ce qui conclut la proposition. O

Remarque B.1.1. Bien que les fonctions de L} soient définies seulement presque
partout, l'oscillation sur une boule B(x) est une fonction réelle, positive définie
pour tout x € M. De plus, supp osc(f,BE(-)) C B.(supp f).
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La proposition nous permet de définir, pour 0 < a <1 et gy >0

’f|a = oiuf e /MOSC(faBs(SU))dm(l').

Remarque B.1.2. [l est important de remarquer que |f|, peut dépendre de .
Toutefois, 'appartenance de f a V, ne dépend pas de .

Définition B.2. On définit l’espace fonctionnel suivant
Va= {1 € LLOMR) | [fla < o0}

Exemple B.1.1. Voyons quelques exemples de fonctions de V, :

(i) Toute fonction a-Hdélder continue a support borné appartient a V.

(ii) Les fonctions locales (Lipschitziennes), définies pour A C M borné et
0 >0 par

vas(x) = O(0d(x,A)).

ot ®(r) =1—r pour r € [0,1] et nulle ailleurs.
(ii) Pour tout borélien A C M, on a
m(B:(A) N B.(A%))

Vi = su .
4o ESepo e«

Par conséquent, 14 appartient a V,, si et seulement si la dimension de boite du
bord de A est inférieure a «, et I’ a-capacité supérieure est finie.
B.2 Propriétés

Lemme B.2. Pour toute fonction h € V,, positive, il existe une boule sur la-
quelle Uinfimum de h est strictement positif. Son rayon est minoré par

o= (= (L)),

Preuve. Soient h € V,, positive et € donné par le lemme. On peut supposer que

h n’est pas constante (sinon, c’est trivial), et donc [ h dm < [ sup h dm(x).
B:(z)

Mais par définition de I'oscillation,

/ sup h dm(z) < / inf h dm(x) + |h|ac”.
Be(x) Be(z)

Ceci implique, en tenant compte du choix d’s que /Bir%f) h dm(z) > 0. ]
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Proposition B.3. Soient f,g € L7°, g positive, 0 < a,b,c et S un borélien de M.
Soit f; € LY pour v =1,2,.... L’oscillation posséde les propriétés suivantes

(i) osc(Z fiuBa(") < Zosc(fi,Bac)),

(ii) osc(f I5,Ba(-)) < osc(f,S N Ba()) Is(:) +2 Ba()NS

Esup |f|] 15, (8)nBa(se) (")
(iii) loscillation d’un produit est contrélée par

< :
osc(fg,S) < osc(f,S) Ess}lpg + osc(g,S) Elsnf|f|7
(iv) sia+b<c, alors pour tout x € M on a

1
Esup f < ——————
Ba(z) m(By())

Preuve. (i) est trivial.
(ii) Soit x € M. Si x est tel que d(z,S) < a et d(x,5°) < a, alors

osc(fIS,Ba(x)) <2 sup |f].
Ba(z)NS

/B L) +ose(7B.)] .

Sinon, soit la boule B,(x) est disjointe de S, auquel cas 'oscillation de f1g est
nulle, ou bien elle est complétement incluse dans S, et donc f1s = f sur la boule.
D’ou le résultat.

(iii) Si f ne change pas de signe sur S, alors on peut supposer f >0,

osc(fg,S) < Essup fEs;lpg — Egnff Eisnfg

< Esupg(esup f — Einf f) 4+ Einf f(Esup g — Einf g).
S S S S S S

Si f change de signe, alors
Esup fg — Einf fg = Esup fg + Esup —fg < Esup g(Esup f + Esup —f).
S S S S S s S

(iv) Soit x € M fixé. Pour tout y € By(x) on a B,(x) C B.(y), donc presque
partout,

Esup f < Esup f < f(y) + osc(f,Bc(y)).
Baw) T Belw)

Le résultat vient alors en intégrant sur y € By(z). O

Voyons maintenant quelques propriétés d’analyse fonctionnelle de cet espace
Lemme B.4. Si f,, € L} converge dans L} wvers f, alors

|fla < liminf|f,|a.
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Preuve. Soit f, une suite de fonctions de Ll qui converge vers f. Soit B un
borélien de mesure positive. Posons ¢ = liminf,, .., Esupg f,. On a Esups f < c.
En effet, si Esupg f > a avec a > ¢, alors il existe un ensemble A C B de mesure
positive tel que f > a sur A. Donc am(A) < [, f = limy .o [, fo < em(A), ce
qui est impossible.

Un méme raisonnement pour 'infimum nous donne

osc(f,B) < liminf osc(fn,B).

Le lemme de Fatou permet alors de conclure, pour tout ¢ < g,

/osc(f,Bg(x))dm(x) < lim inf/osc(fn,BE(x))dm(x) < ligiogf | frlag®.

n—oo

[l
Proposition B.5. V,, est un espace vectoriel, et muni de la norme || - ||, =
|- {22 + [ |a c’est un espace de Banach.
Preuve. Il est clair que V,, est un espace linéaire, et que || - ||, est une norme sur

V.. Montrons qu’elle rend cet espace complet. Soit f, € V,, une suite de Cauchy.
fn est aussi de Cauchy dans L} | donc la suite posséde une limite f € L. . Par le
lemme précédent, cette limite est aussi dans V,,, puisque || f,||» est bornée.

Pour tout n on a

|f - fn|o¢ S h;ggjlf |fp - fn|a'

Ce qui implique que f,, — f dans V. m
Proposition B.6. Si d := Einf, m(B.,(z)) > 0 alors V,, s’injecte continiment
dans Ly°. Dans ce cas, c’est une algebre avec la somme et le produit usuel des
fonctions essentiellement bornées.
Preuve. Soit f € V,,. Presque partout x € M, on a pour y € B.,(x)

(@) < £ + ose(f.Buy ).
Une intégration par rapport a y sur Be,(z) donne alors

HACMBey (Do < 1 12s, + [ Flacs

Donc si d est différent de zéro, ||f]le < Mﬂfﬂa. O

Proposition B.7. V,, est dense dans L.
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Preuve. Soit A € M un fermé borné et 6 > 0. On considére la suite de fonctions
was définie dans I'exemple B.1.1.ii. 11 est facile de voir que la suite décroissante
wa,s converge vers 1 4 dans L}n lorsque 6 — 0. Comme tout borélien de mesure
finie est une limite croissante de compacts (qui sont bien sir fermés et bornés) on
conclut que V,, contient les fonctions caractéristiques des boréliens. Finalement,
en passant par les fonctions simples on obtient la densité dans L. . O]

Proposition B.8. Si 2 est un compact de M, lintersection de la boule unité de
V., avec l’ensemble des fonctions a support dans € est compacte dans L} .

Preuve. Tout d’abord on considére une suite de partitions mesurables finies Ay,
telles que diam(Ay) — 0 quand k — oo. Pour une suite f,, dans la boule unité de
V.., on va montrer qu’il existe une sous-suite qui converge dans L} (c’est suffisant
car Ll est un espace métrique).

Pour tout f € Vi, || Ep (f|Ak) = fllry, < diam(Ag)®. De plus, comme || f,| 11 <
1, E.(fnlAg) est bornée pour tout k. Donc on peut choisir une sous-suite (par un
procédé diagonal) telle que pour tout k, la limite g de g = Ey,(fn, | Ax) existe.
Comme par ailleurs, || f,, — grll1, < diam(Ay), f,, converge dans L), vers g. La
limite vérifie ||g||, < Uminf, . || fo.lla < 1. O
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